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المقدمة

 انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشــمية الراســخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتسليحه بالعلم 

والمعرفة؛ سعى المركز الوطني لتطوير المناهج، بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم، إلى تحديث المناهج الدراسية 

مة. ولمّا كانت  وتطويرها، لتكون معيناً للطلبة على الارتقاء بمستواهم المعرفي، ومجاراة أقرانهم في الدول المتقدِّ

الرياضيات إحدى أهمِّ المواد الدراسية التي تنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وحَلِّ المشكلات، فقد أولى المركز 

بعَة عالميًّا على يد خبراء  هــذا المبحث عنايةً كبيرةً، وحرص على إعداد كتب الرياضيات وفق أفضل الطرائق المُتَّ

أردنيين؛ لضمان انسجامها مع القيم الوطنية الراسخة، وتلبيتها لاحتياجات أبنائنا الطلبة والمُعلِّمين. 

 روعي في إعداد كتب الرياضيات تقديم المحتوى بصورة سلســة، ضمن ســياقات حياتية شائقة، تزيد رغبة 

مة لهم. وقد  الطلبة في التعلُّم، ووُظِّفت فيها التكنولوجيا لتُســهِمَ في جعل الطلبة أكثر تفاعلً مع المفاهيم المُقدَّ

احتوت الكتب على مشــروع لكل وحدة؛ لتعزيز تعلُّم الطلبة للمفاهيــم والمهارات الواردة فيها وإثرائها. ولأنَّ 

ب المكثَّف على حَلِّ المســائل يُعَدُّ إحدى أهمِّ طرائق ترسيخ المفاهيم الرياضية وزيادة الطلاقة الإجرائية  التدرُّ

م للطلبة ورقة عمل في كل درس، تُحَلُّ بوصفها واجبًا منزليًّا،  لدى الطلبة؛ فقد أُعِدَّ كتاب التمارين على نحوٍ يُقدِّ

أو داخل الغرفة الصفية إنْ توافر الوقت الكافي. ولأنَّنا ندرك جيدًا حرص المُعلِّم الأردني على تقديم أفضل ما 

لديه للطلبة؛ فقد جاء كتاب التمارين أداةً مساعدةً تُوفِّر عليه جهد إعداد أوراق العمل وطباعتها.

 من المعلوم أنَّ الأرقام العربية تُســتخدَم في معظم مصادر تعليم الرياضيات العالمية، ولا سيَّما على شبكة 

م محتوًى تعليميًّا تفاعليًّا ذا فائدة  ةً؛ لما تزخر به من صفحات تُقــدِّ الإنترنــت، التي أصبحت أداةً تعليميةً مُهِمَّ

كبيرة. وحرصًا مناّ على ألّ يفوت أبناءنا الطلبة أيُّ فرصة، فقد استعملنا في هذا الكتاب الأرقام العربية؛ لجَسر 

ة بين طلبتنا والمحتوى الرقمي العلمي، الذي ينمو بتســارع فــي عالَم يخطو نحو التعليم الرقمي بوتيرة  الهُوَّ

متسارعة.

م الطبعة الأولى )التجريبية( من هذا الكتاب، نأمل أنْ تنال إعجاب أبنائنا الطلبة ومُعلِّميهم،   ونحن إذ نُقدِّ

وتجعل تعليم الرياضيات وتعلُّمها أكثر متعةً وسهولةً، ونعدهم بأنْ نستمرَّ في تحسين هذا الكتاب في ضوء 

ما يصلنا من ملاحظات.
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الاقتراناتُ
Functions

6

مْتُ سابقًا: تعلَّ
✔ �الاقتراناتِ الخطِّيةَ، والتربيعيةَ، وتمثيلَها بيانيًّا.
✔ �إيجادَ القيمــةِ العظمــى أوِ القيمةِ الصغرى 

. للاقترانِ التربيعيِّ
✔ �تكوينَ معادلاتٍ تربيعيةٍ، وحلَّها.

✔ �جمعَ مقاديرَ جبريةٍ، وطرحَها، وضربَها.
✔ �المتتاليــاتِ الخطِّيــةَ، والتربيعيــةَ، وكتابةَ 

حدودِها.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأَتعلَّ
◂ �الاقتراناتِ كثيــراتِ الحدودِ، وخصائصَهــا، وتمثيلَها 

بيانيًّا.
◂ �جمعَ كثيراتِ الحدودِ، وطرحَها، وضربَها، وقسمتَها.

◂ �الاقتراناتِ النسبيةَ، ومجالَها، ومداها. 
، والاقترانَ  ◂ �تركيــبَ الاقتراناتِ، والاقتــرانَ العكســيَّ

 . الجذريَّ
◂ �اســتنتاجَ قاعدةِ الحدِّ العامِّ لمتتالياتٍ تربيعيةٍ، وتكعيبيةٍ، 

يةٍ. وأُسِّ

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

تُستعمَلُ الاقتراناتُ لنمذجةِ التطبيقاتِ الحياتيةِ 
لُ فهمَها. فمثلً، تُســتعمَلُ  بصورةٍ رياضيةٍ تُســهِّ
بعضُ أنواعِ الاقتراناتِ لوصفِ العلاقةِ بينَ أسعارِ 

فُ في  الســلعِ والكمياتِ المبيعةِ منهْا. ســأتعرَّ
هذهِ الوحــدةِ أنواعًا عديدةً مــنَ الاقتراناتِ 

والمتتاليــاتِ ذاتِ الاســتعمالاتِ 
الحياتيةِ الكثيرةِ.
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نمذجةُ علاقاتٍ حياتيةٍ باستعمالِ كثيراتِ الحدودِ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ: 
 �أختــارُ أنا وأفرادُ مجموعتي مُتغيِّريْنِ لجمعِ بياناتٍ حولَهُما، مثلَ: تكلفةِ إنتاجِ ســلعةٍ مُعيَّنةٍ، وعددِ الوحداتِ المُنتَجةِ، أوْ  1

عددِ ساعاتِ النهارِ في إحدى المدنِ في أيامٍ مختلفةٍ منَ العامِ، أوْ أيِّ مُتغيِّريْنِ آخريْنِ.

نُها في جدولٍ منْ عموديْنِ، بحيثُ يحوي العمودُ الأولُ قيمَ المُتغيِّرِ x، ويحوي العمودُ الثاني القيمَ   �أجمعُ البياناتِ، ثمَّ أُدوِّ 2

المُناظِرةَ للمُتغيِّرِ y )يجبُ جمعُ ما لا يقلُّ عنْ 15 زوجًا(.

بةِ بيانيًّا، وإيجادِ اقترانٍ كثيرِ الحدودِ الأفضلِ تمثيلً   �أستعملُ برمجيةَ إكســل لتمثيلِ الأزواجِ المُرتَّ 3

لها باتباعِ الخطواتِ الآتيةِ:

 �أُدخِلُ البيانــاتِ في عموديْنِ متجاوريْنِ ضمنَ صفحةِ إكســل، وأُظلِّــلُ العموديْنِ، ثمَّ أختارُ 
، ثمَّ أختارُ المُخطَّط الذي يُبيِّنُ مجموعةَ  )مُخطَّطاتٌ( منْ تبويبةِ )إدراجٌ(، وأنقرُ )مُبعثَرٌ(  

. نقاطٍ منفصلةٍ، فيظهرُ مُخطَّطٌ بيانيٌّ

 �أنقرُ بزرِّ الفأرةِ الأيمنِ إحدى النقاطِ، ثمَّ أختارُ أيقونةَ )إضافةُ خطِّ اتجاهٍ( منَ القائمةِ المُنسدِلةِ، 
عَ أمامَ أيقونةِ )عرضُ المعادلةِ في المُخطَّطِ(،  طُ النقاطَ، وتظهرُ خياراتُ التنسيقِ جانبًا، فأنقرُ المُربَّ فيظهرُ مستقيمٌ يتوسَّ

لتظهرَ معادلةُ المستقيمِ التي هيَ قاعدةُ الاقترانِ كثيرِ الحدودِ المطلوبِ. 

دِ   �إذا لاحظْتُ أنَّ المستقيمَ أوِ المنحنى الظاهرَ لا يُناسِبُ النقاطَ، فإنَّني أستطيعُ تغييرَ نوعِهِ؛ إذْ يُمكِننُي مثلً اختيارُ مُتعدِّ
الحدودِ )أيْ كثيرِ الحدودِ(، واختيارُ الترتيبِ )أيْ درجةِ كثيرِ الحدودِ( المناسبِ. 

 �عندما أحصلُ على المستقيمِ أوِ المنحنى الأنسبِ للنقاطِ أكتبُ قاعدةَ الاقترانِ. 

 �أَجِدُ مجالَ الاقترانِ، ومداهُ، وأصفارَهُ، ونقاطَ القيمِ القصوى المحليةِ لهُ. 4

دُ فائدتَهُ، ودلالاتهِِ في سياقِ موضوعِ البحثِ.  �أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ )إنْ وُجِدَ(، وأَجِدُ مجالَهُ، ومداهُ، وأُحدِّ 5

عرضُ النتائجِ:
حةً بالصورِ  لْنا إليْها مُوضَّ أُعِدُّ معَ أفرادِ مجموعتي عرضًا تقديميًّا )بوربوينت( نُبيِّنُ فيهِ خطواتِ العملِ في المشروعِ والنتائجَ التي توصَّ

والرسومِ، ثمَّ نعرضُهُ أمامَ الزملاءِ في مختبرِ الحاسوبِ. 

 �جمعُ بيانــاتٍ عنِ العلاقةِ بينَ مُتغيِّريْنِ في أحدِ المجالاتِ الحياتيةِ، ونمذجتُها باســتعمالِ اقترانٍ  فكرةُ المشروعِ � 
كثيرِ الحدودِ.

.)Microsoft Excel( جهازُ حاسوبٍ، شبكةُ إنترنتْ، برمجيةُ إكسل  الموادُّ والأدواتُ � 

مشروعُ 
الوحدةِ



8

الدرسُ

11
اقتراناتُ كثيراتِ الحدودِ
Polynomial Functions

فُ الاقتراناتِ كثيراتِ الحدودِ، وتمثيلُها بيانيًّا، وإجراءُ عملياتِ الجمعِ والطرحِ والضربِ عليْها،   �تعرُّ فكرةُ الدرسِ � 
وحلُّ مسائلَ عنهْا.

، كثيرُ الحدودِ، المعاملُ الرئيسُ، الدرجةُ، الصورةُ القياســيةُ لكثيرِ الحدودِ، كثيرُ الحدودِ   �وحيدُ الحدِّ المصطلحاتُ � 
، المجالُ، المدى. الصفريُّ

 �يُنتـِـجُ مصنعٌ ثُرَيّاتٍ عددُها x ثُرَيّا أســبوعيًّا، حيــثُ x ≤ 350 ≥ 0، ويبيعُ الواحدةَ  مسألةُ اليومِ � 
 منهْــا بســعرِ )0.3x – 150( دينــارًا. إذا كانَتْ تكلفةُ إنتــاجِ x مِــنَ الثُّرَيّاتِ هيَ

)60x – 0.1x2 + 6300( دينارًا، فأَجِدُ ربحَ المصنعِ منْ إنتاجِ x ثُرَيّا أسبوعيًّا وبيعِها. 

 ، الاقترانُ وحيدُ الحدِّ )monomial( بمُتغيِّرٍ واحدٍ هوَ اقترانٌ قاعدتُهُ ناتجُ ضربِ عددٍ حقيقيٍّ
هُ عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ. والجدولُ الآتي يعرضُ بعضَ الأمثلةِ  يُســمّى المعاملَ، في مُتغيِّرٍ أُسُّ

هِ، ومعاملِهِ: ، وأُسِّ على وحيدِ الحدِّ

9 x √7 x3
- 1

2
 x5 3x2 وحيدُ الحدِّ

0 1 3 5 2 الأسُُّ

9 1 √7 - 1
2

3 المعاملُ

نُ منْ وحيدِ حدٍّ واحدٍ، أوْ  الاقترانُ كثيرُ الحدودِ )polynomial( بمُتغيِّرٍ واحدٍ هوَ اقترانٌ يتكوَّ
ةِ اقتراناتٍ وحيدةِ الحدِّ بمُتغيِّرٍ واحدٍ. ومنْ أمثلتهِِ الاقتراناتُ الآتيةُ: مجموعِ عِدَّ

f(x)= 2    f(x)= 3x – 4    f(x)= x2 + 4x-5    g(x) = -3x2 +1.5x4 -3

الصورةُ العامةُ لكثيرِ الحدودِ:

f(x) = a
n
xn + a

n-1
 xn-1 + a

n-2
 xn-2 + ... + a

1
x1 + a

0

x: مُتغيِّرٌ.  n: عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ. 	 حيثُ:

a : أعدادٌ حقيقيةٌ تُسمّى معاملاتِ حدودِ كثيرِ الحدودِ.
n
 , a

n-1
 , a

n-2
  , ..., a

1
 , a

0
 

مفهومٌ أساسيٌّ
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الوحدةُ 5

 )degree( ُودرجة ،)leading coefficient( َهُ يُسمّى المعاملَ الرئيس a ، فإنَّ
n
إذا كانَ 0 ≠ 

a الحدَّ الثابتَ.
0
كثيرِ الحدودِ هيَ أكبرُ أُسٍّ للمُتغيِّرِ في جميعِ حدودِهِ، ويُسمّى 

يكــونُ كثيرُ الحدودِ مكتوبًا بالصورةِ القياســيةِ )standard form( إذا كانَتْ حدودُهُ مكتوبةً 
بترتيبٍ تنازليٍّ منْ أكبرِها درجةً إلى أصغرِها درجةً.

 ،)zero polynomial( َّكثيرُ الحدودِ الذي جميعُ معاملاتهِِ أصفارٌ يُسمّى كثيرَ الحدودِ الصفري
. وهوَ f(x) = 0، وليسَ لهُ درجةٌ، ويُمثِّلُهُ المحورُ x في المستوى الإحداثيِّ

دُ إذا كانَ كلٌّ ممّـا يأتـي كثيـرَ حـدودٍ أمْ لا. وفـي حـالِ كانَ كثيرَ حـدودٍ أكتبُـهُ بالصورةِ  أُحـدِّ
دُ المعامـلَ الرئيـسَ، والدرجةَ، والحـدَّ الثابتَ: القياسـيةِ، ثـمَّ أُحـدِّ

1   f(x) = -4 + 6x - 2x3 + x2

كثيرُ حدودٍ، درجتُهُ 3، وصورتُهُ القياسيةُ هيَ: 
f(x) = -2x3 + x2 + 6x - 4

هُ الثابتُ 4- معاملهُ الرئيسُ 2-، وحدَّ

2   g(x) = 2x2 + 1
x

 ليسَ كثيرَ حدودٍ؛ لأنَّ أُسَّ المُتغيِّرِ في الحدِّ الثاني هوَ 1-

3   h(x) = √x + 7

 1
2

ليسَ كثيرَ حدودٍ؛ لأنَّ أُسَّ المُتغيِّرِ في الحدِّ الأولِ هوَ  

4   k(x) = 3x2 - 5
4

 + 2x

k(x) =  3
4

 x2 +2x - 5
4

كثيرُ حدودٍ، درجتُهُ 2، وصورتُهُ القياسيةُ هيَ:  

- 5
4

هُ الثابتُ  ، وحدَّ 3
4

معاملهُ الرئيسُ 

  أتحقق من فهمي

دُ إذا كانَ كلٌّ ممّا يأتي كثيرَ حدودٍ أمْ لا. وفي حالِ كانَ كثيرَ حدودٍ أكتبُهُ بالصورةِ القياسيةِ،  أُحدِّ
دُ المعاملَ الرئيسَ، والدرجةَ، والحدَّ الثابتَ: ثمَّ أُحدِّ

a)  h(x) = 9 - 5x + √2 x5		  b)  f(x) = 3x + 5
x2 + 2

 + 2x

c)  g(x)= 2x(3-x)3			   d)  r(x) = x3

6
 -7x5 +2π

مثال 1

رُ أتذكَّ

 لأيِّ عددٍ حقيقيٍّ
:  a ≠ 0 ، فإنَّ

. a –n =  1 
 an 

وإذا كانَ a مرفوعًا 
ةِ السالبةِ في المقامِ،  للقوَّ

 .   1     
 a –n 

 = an : فإنَّ



10

مجالُ )domain( أيِّ اقتــرانٍ هوَ مجموعةُ القيمِ التي يأخذُها المُتغيِّرُ x، ومداهُ )range( هوَ 
 .y ُمجموعةُ القيمِ التي يأخذُها المُتغيِّر

دُ فيهِ قيمَ المُتغيِّرxِ ، وأحســبُ  نُ جدولَ قيمٍ أُحدِّ لتمثيلِ الاقترانِ كثيرِ الحدودِ  f(x) بيانيًّا، أُكوِّ
، وأَصِلُ بينهَا بمنحنى متصلٍ. قيمَ f(x)، وأُعيِّنُ النقاطَ (x, f(x)) في المستوى الإحداثيِّ

دًا مجالَهُ ومداهُ: أُمثِّلُ بيانيًّا كلَّ اقترانٍ ممّا يأتي، مُحدِّ

1   f(x) = x3 – 3x - 2,  -3 ≤ x ≤ 3  

الخطوةُ 1: أُنشِئُ جدولَ قيمٍ.

3210-1-2-3x

160-4-20-4-20y = f(x)

(3, 16)(2, 0)(1, -4)(0, -2)(-1,0)(-2, -4)(-3, -20)(x, y)

الخطوةُ 2: �أُعيِّــنُ النقــاطَ التــي تُمثِّــلُ الأزواجَ (x, y) في 
، وأَصِلُ بينهَا بمنحنى متصلٍ  المســتوى الإحداثيِّ

كما في الشكلِ المجاورِ. 

 مجالُ هــذا الاقترانِ هوَ مجموعــةُ قيمِ x الحقيقيــةِ، حيثُ:
x ≤ 3 ≥ 3- ، أوِ الفترةُ [3 ,3-]، ومداهُ: y ≤ 16 ≥ 20-، أوِ الفترةُ [16 ,20-].

يُظهِرُ الشكلُ أنَّ أصفارَ هذا الاقترانِ هي: 2 ,1-

2   f(x) = x2 – 4x

، ومنحناهُ قطعٌ مُكافئٌِ مفتوحٌ إلى الأعلى؛ لأنَّ معاملَ x2 عددٌ موجبٌ.  هذا الاقترانُ تربيعيٌّ

لرسمِ منحناهُ، أَجِدُ إحداثيَّيْ نقطةِ رأسِهِ. 

مثال 2

1

5

-5
-10
-15

-20

10
15

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

مُ أتعلَّ

أَجِـدُ أصفـارَ الاقتـرانِ 
يِّ  لِ البيانـ مـنَ التمثيـ
بإيجـادِ نقـاطِ تقاطعِـهِ 

.x مـعَ محـورِ 

مُ أتعلَّ

مجــالُ كثيــرِ الحدودِ 
هــوَ مجموعــةُ الأعدادِ 
الحقيقيــةِ، أوْ مجموعةٌ 
دُ في  جزئيــةٌ منهْا تُحــدَّ
ومداهُ  نــصِّ الســؤالِ، 
هــوَ مجموعــةُ الأعدادِ 
الحقيقيــةِ، أوْ مجموعةٌ 
دُ منْ  جزئيــةٌ منهْا تُحــدَّ
جدولِ قيمِ الاقترانِ، أوْ 
بتحليــلِ التمثيلِ البيانيِّ 

للاقترانِ.
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الوحدةُ 5

رُ أتذكَّ

إحداثيا نقطةِ رأسِ القطعِ 
المُكافئِِ هما: 

( 
-b
2a

 , f (
-b
2a

))

يكــونُ منحنــى القطعِ 
مفتوحًا إلــى الأعلى إذا 
x2 موجبًا،  كانَ معامــلُ 
ومفتوحًا إلى الأسفلِ إذا 

كانَ معاملُ x2 سالبًا.

رُ أُفكِّ

مــا الفــرقُ بيــنَ الفترةِ 

ـرةِ  والفتـ  [-4, ∞)

(∞ ,4-)؟

x = -bالإحداثيُّ x لرأسِ القطعِ المُكافئِِ
2a

b = -4, a=1 ِ(4-)- =بتعويض
2(1)

x = 2بالتبسيطِ

y = 22 - 4(2) = -4بتعويضِ x =2 في معادلةِ f(x)، والتبسيطِ

الخطوةُ 1: أُنشِئُ جدولَ قيمٍ )الرأسُ ونقطتانِ إلى يسارِهِ، ونقطتانِ إلى يمينهِِ(.

5420-1x

50-405y = f(x)

(5, 5) (4, 0) (2, -4)(0, 0)(-1, 5)(x, y)

الخطوةُ 2: �أُعيِّــنُ النقاطَ التــي تُمثِّــلُ الأزواجَ (x, y)  في 
بيْنهَــا بمنحنى  ، وأَصِــلُ  المســتوى الإحداثيِّ
متصلٍ، وأضعُ ســهمًا علــى طرفَــيِ المنحنى 
للدلالــةِ على أنَّــهُ يمتدُّ إلى مــا لا نهايةَ كما في 

الشكلِ المجاورِ.

دْ في نصِّ الســؤالِ خلافُ ذلكَ(،  مجــالُ هذا الاقترانِ هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيةِ )لمْ يُحدَّ
ومداهُ هوَ الأعدادُ الحقيقيةُ التي لا تقلُّ عنْ 4-؛ أيِ الفترةُ (∞ ,4-]. 

لهذا الاقترانِ صفرانِ، هما: 4 ,0

  أتحقق من فهمي

دًا مجالَهُ ومداهُ:  أُمثِّلُ بيانيًّا كلَّ اقترانٍ ممّا يأتي، مُحدِّ

a)  f(x) = 2x3 -16 , -3 ≤ x ≤ 3

b)  f(x) = -0.5x2 +3x + 3.5

2

2

-2
-4

4
6

8

-2-4 4 6

y

x0

جمعُ كثيراتِ الحدودِ 

عُ الحدودَ المتشابهةَ التي لها الدرجةُ نفسُها، وأجمعُ معاملاتهِا. لجمعِ كثيراتِ الحدودِ، أُجمِّ
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 . f(x) + g(x)  ُفأَجِد ،f(x) = 2x2 – 5x3 + 4x -9, g(x) = 7x3 + 6x +4  َإذا كان

g(x) َو ، f(x)ِبتعويضf(x)+g(x)=(2x2–5x3+4x-9)+(7x3+6x +4)

2x2 +(–5x3+7x3)+(4x+6x)+(-9 +4) =بتجميعِ الحدودِ المتشابهةِ

2x2 + 2x3 + 10x -5 =بجمعِ المعاملاتِ

2x3 + 2x2 + 10x -5 =بكتابةِ الناتجِ بالصورةِ القياسيةِ

  أتحقق من فهمي

. f(x) + g(x) ُفأَجِد ،f(x) = 3x2 + 8x3 + 2x +13, g(x) = -4x3 + 6x2 -5 َإذا كان

مثال 3

 .f(x) - g(x) ُفأَجِد ،f(x) = 2x2 –5x -3 , g(x) = 6x -7x2 -8 َإذا كان

g(x) َو ، f(x)ِبتعويضf(x) - g(x) = 2x2 –5x -3 -(+6x -7x2 -8)

بتغييــرِ الطرحِ إلى جمــعٍ، وتغييرِ 
إشاراتِ المطروحِ

= 2x2 –5x -3 + (-6x +7x2 +8)  

بترتيبِ الحدودِ المتشــابهةِ بعضِها 
تحتَ بعضٍ

		       2x2  –5x -3

		  + 7x2 -6x +8 

		بجمعِ المعاملاتِ       9x2 -11x +5

  أتحقق من فهمي

. g(x) - f(x) ُفأَجِد ،f(x) = 5x3 -12x2 + 3x +20, g(x) = x3 + 6x2 -14 َإذا كان

مثال 4

طرحُ كثيراتِ الحدودِ

لُ عمليةَ الطرحِ إلى جمعِ النظيرِ الجمعيِّ للمطروحِ، ثمَّ أجمعُ  لإيجادِ ناتجِ طرحِ اقترانيْنِ، أُحوِّ
كما في المثالِ السابقِ.

يُمكِننُــي أنْ أَجِدَ ناتجَ جمــعِ اقترانيْنِ باســتعمالِ الطريقةِ العموديةِ، وذلــكَ بترتيبِ الحدودِ 
المتشابهةِ بعضِها تحتَ بعضٍ، ثمَّ جمعِ المعاملاتِ.

مُ أتعلَّ

النظيرُ الجمعيُّ للاقترانِ 
f(x) هوَ f(x) – ، وينتجُ 

مــنْ عكــسِ إشــاراتِ 
.f(x) ِمعاملاتِ حدود
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الوحدةُ 5

أَجِدُ ناتجَ ضربِ f(x) . g(x)  في كلٍّ ممّا يأتي: 
1   f(x) = 3x3 , g(x) = 2x2 - 5x  -4

g(x) َو ، f(x) ِبتعويضf(x).g(x) = 3x3 (2x2 -5x -4)

بتوزيعِ الضربِ على 
الجمعِ

= 3x3(2x2)+3x3 (-5x)+3x3(-4)

x3(3×-4)+(x3.x)(3×-5)+(x3.x2)(2×3)=خاصيةُ التجميعِ

6x5 – 15x4 - 12x3 =بالتبسيطِ

2   f(x) = 3x4 - 5x2 + x-5, g(x) = 4x2 - 7

ا  بترتيبِ الاقترانيْنِ عموديًّ 3x4 - 5x2 + x - 5

(×) 4x2- 7

f ِ4 في حدودx2 ِبضرب  12x6 - 20x4 + 4x3 - 20x2

f ِبضربِ 7- في حدود(+)     -21x4       + 35x2 - 7x + 35

 بجمعِ الحدودِ المتشابهةِ 12x6 - 41x4 + 4x3 +15x2  -7x + 35

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ ناتجَ ضربِ f(x) . g(x) في كلٍّ ممّا يأتي:

a)  f(x) = 5x2 + 4, g(x) = 7x + 6

b)  f(x) = 2x3 + x -8, g(x) = 5x2 + 4x

مثال 5

ضربُ كثيراتِ الحدودِ

لضربِ كثيراتِ الحدودِ، أستعملُ خاصيةَ توزيعِ الضربِ على الجمعِ. يُمكِننُي أيضًا استعمالُ 
الطريقةِ العموديةِ كما في المثالِ الآتي.

رُ أتذكَّ

أُطبِّــقُ قاعــدةَ ضــربِ 

القــوى مــنْ قوانيــنِ 
الأســسِ عنــدَ ضربِ 

الحدودِ الجبريةِ:
am × an = am+n

تُستعمَلُ كثيراتُ الحدودِ لتمثيلِ وحلِّ مسائلَ حياتيةٍ كثيرةٍ في الصناعةِ، والتجارةِ، والاقتصادِ، 
والزراعةِ، والتعليمِ، ومعظمِ مناحي الحياةِ. 
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 مثال 6: من الحياة 

ا مقدارُهُ  لياقةٌ: بلغَ عددُ المُشترِكينَ في مركزِ لياقةٍ بدنيةٍ 840 شخصًا، يدفعُ كلٌّ منْهُمْ اشتراكًا شهريًّ
30 دينارًا. في دراسةٍ للسوقِ، وجدَ الباحثونَ أنَّ المركزَ سيفقدُ 25 مُشترِكًا مُقابلَِ كلِّ دينارٍ يزيدُهُ 

قُ للمركزِ أعلى دخلٍ؟ ما مقدارُ هذا الدخلِ؟ على قيمةِ الاشتراكِ. ما قيمةُ الاشتراكِ التي تُحقِّ

.x > 30 :ُدينارًا، حيث x ِأفترضُ أنَّ المركزَ جعلَ قيمةَ الاشتراك
x - 30قيمةُ زيادةِ الاشتراكِ

(x-30)25عددُ المُشترِكينَ الذينَ سيفقدُهُمُ المركزُ

(x-30)25 – 840عددُ المُشترِكينَ الباقينَ

الدخلُ R(x) يساوي عددَ المُشترِكينَ الباقينَ 
مضروبًا في قيمةِ الاشتراكِ 

R(x) = x(840-25(x-30))

840x – 25x2 +750x = بتوزيعِ الضربِ

25x2 + 1590x- = بجمعِ الحدودِ المتشابهةِ

، معاملُهُ الرئيسُ ســالبٌ؛ فمنحناهُ قطعٌ مُكافئٌِ مفتوحٌ إلى الأسفلِ، ولهُ قيمةٌ  هذا اقترانٌ تربيعيٌّ
عظمى عندَ رأسِهِ.

x = -b
2a

 = -1590
2(-25)

 = 1590
50

 = 31.8    الإحداثيُّ x للرأسِ هوَ:

قُ للمركزِ أعلى دخلٍ هيَ 31.8 دينارًا منْ كلِّ مُشترِكٍ، ومقدارُ هذا  إذنْ، قيمةُ الاشتراكِ التي تُحقِّ
.R(31.8) َالدخلِ هو

R(31.8) = -25(31.8)2 +1590 (31.8)بتعويضِ 31.8 بدلً منْ x في اقترانِ الدخلِ

25281 =باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

قُهُ المركزُ هوَ 25281 دينارًا كلَّ شهرٍ. إذنْ، أعلى دخلٍ يُحقِّ

ةِ الحلِّ بتمثيلِ الاقترانِ باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا. قُ منْ صحَّ يُمكِننُي التحقُّ

  أتحقق من فهمي

عٍ. إذا كانَ ثمــنُ بطاقةِ الدخولِ  رياضةٌ: يتَّسِــعُ ملعبٌ )ســتادٌ( رياضيٌّ لنحوِ 62000 مُشــجِّ
عٍ. وجدَتْ دراســةٌ أنَّ عددَ بطاقاتِ  لَ عددِ الحضورِ هوَ 28000 مُشــجِّ 11 دينــارًا، فإنَّ مُعــدَّ

الدخولِ المبيعةِ يزيدُ بمقدارِ 4000 بطاقةٍ مُقابلَِ كلِّ دينارٍ يُخصَمُ منْ ثمنِ البطاقةِ. ما ثمنُ بطاقةِ 
قُ أعلى دخلٍ؟ ما مقدارُ هذا الدخلِ؟ الدخولِ الذي يُحقِّ

تُعَــدُّ الرياضةُ الصباحيةُ 
أفضــلَ وســيلةٍ لحرقِ 
الدهونِ وفقدانِ الوزنِ؛ 
إذْ تعمــلُ علــى تزويدِ 
الجســمِ بالطاقــةِ التي 
تلزمُــهُ مــنَ الحموضِ 
ةِ الزائدةِ  الدهنيةِ الحُــرَّ

المفيدةِ لحرقِ الدهونِ.

ســتادُ عمّــانَ الدوليُّ 
أكبرُ ملاعبِ كرةِ القدمِ 
، افتُتحَِ عام  فــي الأردنِّ

1968م .
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الوحدةُ 5

أتدرب وأحل المسائل

دُ المعاملَ الرئيسَ،  دُ إذا كانَ كلٌّ ممّا يأتي كثيرَ حدودٍ أمْ لا. وفي حالِ كانَ كثيرَ حدودٍ أكتبُهُ بالصورةِ القياسيةِ، ثمَّ أُحدِّ أُحدِّ
والدرجةَ، والحدَّ الثابتَ:

1    f(x) = 4- x					     2    g(x) = 5x2 + 2x
x

3    h(x) = 3x(4x-7) +2x -12			   4    L(x) = 3x2 + 5.3x3 -2x

5    j(t) = √7 t -16t2				    6    k(x) = 5x
3
2  + 2x - 1

7    f(x) = 13(2)x + 6				    8    f(y) = y3(4 –y2)2

دًا مجالَهُ ومداهُ: أُمثِّلُ كلَّ اقترانٍ ممّا يأتي بيانيًّا، مُحدِّ

9    f(x) = x2 -3x -4				    10    f(x) = -4x2 + 8x + 3

11    y = 2x3 - 6x + 4, -2 ≤ x ≤ 3		  12    y = 3x2 - x3 + 9x -4, -3 ≤ x ≤ 4

إذا كانَ f(x) = 2x+1, g(x) =5x2 -2x3 +4, h(x) = x4 – 5x2 +3x-6 ، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي بالصورةِ القياسيةِ:

13    h(x) + g(x)					     14    g(x) – h(x)

15    f(x) ∙ h(x)					     16    x(f(x)) + h(x)

17    (f(x))2 – g(x)					     18    h(x) – x(g(x))

 �صــاروخٌ: أُطلِــقَ صــاروخٌ إلــى أعلــى، وكانَ ارتفاعُــهُ بالأمتــارِ فوقَ ســطحِ البحــرِ بعــدَ t ثانيةً مــنْ إطلاقِهِ  19 

h(t)= -4.9t2 + 229t + 234 . أَجِدُ أقصى ارتفاعٍ يبلغُهُ الصاروخُ. 

لَ  هُ إذا زرعَ 75 شــجرةَ فاكهةٍ في بُســتانهِِ، فإنَّ مُعدَّ  �زراعــةٌ: وجدَ مُزارِعٌ أنَّ 20 

مــا يجنيهِ منْ كلِّ شــجرةٍ هــوَ 21 صندوقًا فــي الموســمِ. وكلَّما نقصَ 
لُ ما يجنيهِ منْ كلِّ شــجرةٍ بمقدارِ  عددُ الأشــجارِ شــجرةً واحدةً زادَ مُعدَّ
زُ فرصَها في الحصولِ  3 صناديقَ؛ فتباعدُ الأشــجارِ بعضِها عنْ بعضٍ يُعزِّ
على حاجاتهِا منَ التربةِ. ما عددُ الأشــجارِ التي يتعيَّنُ عليْهِ زراعتُها لإنتاجِ 

أكبرِ قدرٍ منَ الثمرِ؟ ما مقدارُ هذا الثمرِ؟
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 �ســياجٌ: لدى سعيدٍ m 120 منَ السياجِ، أرادَ أنْ يستعملَها لتسييجِ 3 حظائرَ مستطيلةٍ متساويةٍ كما في المُخطَّطِ الآتي.  21 

ما أكبرُ مِساحةٍ ممكنةٍ لهذهِ الحظائرِ؟

 �هندســةٌ: مكعبٌ منَ الخشبِ، طولُ ضلعِهِ cm (2x +1)، حُفِرَ فيهِ تجويفٌ  22 

مقطعُــهُ مُربَّعٌ، طولُ ضلعِــهِ x cm، وهوَ يمتدُّ منْ أحــدِ الأوجهِ إلى الوجهِ 
المقابلِ. أكتبُ بالصورةِ القياســيةِ الاقترانَ الذي يُمثِّلُ حجمَ الجزءِ المُتبقّي 

منَ المكعبِ.

 أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 23 

مهارات التفكير العليا

:3x(x2 -2x -3) - (5x3 + 7x2 -3) َأكتشفُ الخطأَ: وجدَ كلٌّ منْ طه وقاسمٍ ناتج�  24 

طه
3x3 – 6x2 -9x +5x3+7x2-3

= 8 x3 + x2 -9x -3

قاسمُ
3x3 – 6x2 -9x +(-5x3-7x2 + 3)

 = -2x3 + 6x2 -6x

رًا إجابتي. دُ إذا كانَتْ إجابةُ أيٍّ منهُْما صحيحةً، مُبرِّ أُحدِّ

يْنِ، والآخرُ ثلاثيُّ الحدودِ، بحيثُ يكونُ ناتجُ ضربهِِما اقترانًا ذا   �مســألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ كثيريْ حدودٍ، أحدُهُما ذو حدَّ 25 

يْنِ. حدَّ

.f(x) = x3- x2 - 4x + 4 :ِأَجِدُ أصفارَ الاقتران :  �تحدٍّ 26 

 �تبريــرٌ: إذا كانَ f, g كثيريْ حــدودٍ، فأكتبُ العلاقةَ بينَ درجةِ كلٍّ منهُْما ودرجةِ كثيرِ الحــدودِ h الناتجِ منْ جمعِهِما،  27 

رًا إجابتي.    وطرحِهِما، وضربهِِما، مُبرِّ

2x+ 1
2x+ 1

2x+ 1
x

x
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الدرسُ

2
قسمةُ كثيراتِ الحدودِ والاقتراناتُ النسبيةُ

Dividing Polynomials and Rational Functions

فُ الاقتراناتِ النسبيةِ، وإيجادُ مجالهِا، ومداها،   �إيجادُ ناتجِ قسمةِ اقترانٍ كثيرِ الحدودِ على آخرَ، وتعرُّ فكرةُ الدرسِ � 
وتمثيلُها بيانيًّا. 

. ، خطُّ التقاربِ الرأسيِّ ، خطُّ التقاربِ الأفقيِّ  �الاقترانُ المقلوبُ، الاقترانُ النسبيُّ المصطلحاتُ � 
 3x4-3x3-33x2 + 54x بركةُ سباحةٍ على شكلِ متوازي مستطيلاتٍ، حجمُها�  مسألةُ اليومِ � 
وحدةً مكعبةً، ومِســاحةُ قاعدتهِــا 3x2 - 6x وحدةً مربعةً. كيــفَ يُمكِنُ إيجادُ 

ارتفاعِ البركةِ؟ ما مقدارُ هذا الارتفاعِ؟

إنَّ قسمةَ كثيرِ حدودٍ على آخرَ تُشــبهُِ كثيرًا عمليةَ قسمةِ عددٍ كليٍّ على آخرَ؛ إذْ تُتَّبَعُ الخطواتُ 
نفسُها في كلتا الحالتيْنِ. يُمكِنُ قسمةُ كثيرِ الحدودِ f(x) على كثيرِ الحدودِ h(x) ≠ 0 إذا كانَتْ 
درجةُ f(x) أكبرَ منْ أوْ تســاوي درجةَ h(x). لقســمةِ كثيرِ حدودٍ على آخرَ، أكتبُ المقســومَ 
والمقسومَ عليْهِ بالصورةِ القياســيةِ. وإذا كانَتْ إحدى قوى المُتغيِّرِ في المقسومِ مفقودةً، فإنّي 

ذُ خطواتِ القسمةِ كما في المثالِ الآتي.  أُضيفُها في موقعِها، وأكتبُ معاملَها 0، ثمَّ أُنفِّ
 

أَجِدُ ناتجَ قسمةِ f(x) = 2x3 + 24x -15 على g(x) = x + 5 ، وباقيَها.
     بقسمةِ 2x3 على x، وكتابةِ النتيجةِ 2x2 فوقَ الحدِّ المشابهِ         2x2 -10x + 74

x + 5 ) 2x3 + 0x2 + 24x -15

 2x2 في  (x + 5) ِ2 (-)     بضربِ المقسومِ عليْهx3 +10x2

24x ِبالطرحِ، وتنزيل        -10x2 +24x

بقسمةِ 10x2- على x، وكتابةِ النتيجةِ 10x- فوقَ الحدِّ المشابهِ، ثمَّ 

 -10x  في (x + 5) ِضربِ المقسومِ عليْه
          (-) -10x2 -50x

  بالطرحِ، وتنزيلِ 15-              74x  - 15

بقسمةِ 74x على x، وكتابةِ النتيجةِ 74 فوقَ الحدِّ الثابتِ، وضربِ 

المقسومِ عليْهِ (x + 5)  في 74
                (-) 74x + 370

         بالطرحِ          -385

إذنْ، ناتجُ القسمةِ هوَ: 2x2 -10x +74، والباقي 385-، ويُمكِنُ كتابةُ ذلكَ كما يأتي: 
2x3 + 24x - 15

x + 5
 = 2x2 - 10x + 74 + -385

x + 5
 ,  x ≠ -5

مثال 1

إرشادٌ

تتوقــفُ عمليةُ قســمةِ 
كثيــراتِ الحدودِ عندما 
تصبــحُ درجــةُ باقــي 
القســمةِ أقلَّ منْ درجةِ 

المقسومِ عليهِ.



18

 

. f(x) = 6x4-7x3+10x2 –38x-21 ِهوَ أحدُ عواملِ الاقتران (2x2 + x + 7) َّأُثبتُِ أن

 (2x2+x + 7) على f(x) ِإذا كانَ باقي قسمة f(x) ِأحدَ عواملِ الاقتران (2x2+x+7) ُيكون
:(2x2 +x + 7) على f(x) ُيساوي 0 ، أَقْسِم

بقسمةِ 6x4 على 2x2، وكتابةِ النتيجةِ 3x2 فوقَ 
الحدِّ المشابهِ

                        3x2 -5x   - 3

2x2+x+7 )  6x4-7x3  +10x2 -38x -21

3x2 في (2x2+x + 7) ِ6 (-)             بضربِ المقسومِ عليْهx4 +3x3+ 21x2

-38x ِبالطرحِ، وتنزيل            -10x3 -11x2 -38x

 -5x ِ2، وكتابةِ النتيجةx2 10- علىx3 ِبقسمة
فوقَ الحدِّ المشابهِ، وضربهِا في المقسومِ عليْهِ 

بالطرحِ، وتنزيلِ 21- 
                (-) -10x3  -5x2   -35x

                  -6x2   -3x   -21

بقسمةِ 6x2- على 2x2، وكتابةِ النتيجةِ 3- 
فوقَ الحدِّ الثابتِ، وضربِ 3- في المقسومِ عليْهِ

                              (-) -6x2  -3x    -21

              بالطرحِ                0

مثال 2

: ةِ الحلِّ قُ منْ صحَّ أتحقَّ

	(x+5)(2x2-10x+74)-385 = 2x3-10x2 + 74x +10x2 -50x +370 -385

	 = 2x3 +(-10 +10)x2 +(74 -50)x -15

	 = 2x3 + 24x -15  ✔

  أتحقق من فهمي

h(x) = x- 4 على f(x) = 4x4 -7x3 +12x-25 ِأَجِدُ ناتجَ قسمة

 ،h(x) َأكبرَ منْ أوْ تســاوي درجة f(x) ُكثيــريْ حــدودٍ، وكانَتْ درجة h(x) َو f(x) َإذا كان
وَ h(x) ≠ 0، فإنَّــهُ يوجدُ كثيرا حــدودٍ وحيدانِ، هما: q(x) )ناتجُ القســمةِ(، وَ r(x) )باقي 

القسمةِ(، ودرجتُهُ أصغرُ منْ درجةِ h(x)، حيثُ:

   f(x)
h(x)

 = q(x) + r(x)
h(x)

    أوْ f(x) = h(x) . q(x) + r(x)

.f(x) ِأحدَ عوامل h(x) ُويكون ،h(x) يقبلُ القسمةَ على  f(x) َّفإن ،r(x) = 0 َإذا كان

رُ أتذكَّ

ةِ  قُ منْ صحَّ يُمكِنُ التحقُّ
القســمةِ بضربِ الناتجِ 
فــي المقســومِ عليْــهِ، 
وإضافــةِ الباقــي. فإذا 
كانَتِ النتيجةُ مســاويةً 
للمقســومِ كانَ الحــلُّ 

صحيحًا.

معلومةٌ

يُمكِنُ استعمالُ خوارزميةِ 
ــدِ أنَّ كثيرَ  القســمةِ للتأكُّ
الحــدودِ h(x) هوَ أحدُ 
عواملِ كثيرِ حدودٍ آخرَ 

f(x)  أمْ لا.
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الوحدةُ 5

 

أَجِدُ مجالَ كلِّ اقترانٍ نسبيٍّ في ما يأتي:
1   q(x) = x + 2

x2 -9

: x2 - 9 = 0 ُالتي تجعل x ِمجالُ هذا الاقترانِ هوَ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ باستثناءِ قيم
	بإضافةِ 9 إلى الطرفيْنِ x2 = 9

	بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ للطرفيْنِ x = ± 3

إذنْ، مجالُ هذا الاقترانِ هوَ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ باستثناءِ 3 ,3-، ويُكتَبُ برمزِ المجموعةِ 
{x | x ≠ ±3} كما يأتي:	

مثال 3

بما أنَّ باقي القســمةِ r(x) يســاوي 0، فإنَّ المقسومَ يساوي المقســومَ عليْهِ مضروبًا في ناتجِ 
: القسمةِ؛ أيْ إنَّ

6x4-7x3 +10x2 –38x -21 = (2x2+x+7)(3x2 -5x-3)

.f(x) ِعاملٌ للاقتران (2x2+x+7) َّوهذا يعني أن 
قُ منْ ذلكَ بضربِ العامليْنِ في النتيجةِ السابقةِ. يُمكِنُ التحقُّ

  أتحقق من فهمي

أُثبتُِ أنَّ h(x) هوَ أحدُ عواملِ f(x) في كلٍّ ممّا يأتي:
a)  f(x) = 2x3 + 9x2 - 12x- 55,  h(x) = 2x + 5 

b)  f(x) = 5x3 + 12x2 -14x + 3,  h(x) = x2 + 3x - 1

الاقتراناتُ النسبيةُ (rational functions) هي اقتراناتٌ يُمكِنُ كتابتُها بصورةِ نسبةٍ بينَ كثيريْ 
f(x) ؛ شرطَ أنْ: g(x) ≠ 0 . ومنَ الأمثلةِ عليْها: 

g(x)
حدودٍ، مثلُ 

y = x + 4

2x3 - 5x2 -3x
  ,  h(x) = x + 2

x2 -9
  ,  q(x) = 1

x

q(x) = f(x) ، حيثُ إنَّ 
g(x)

: اقتــرانٌ تكونُ قاعدتُــهُ )معادلتُهُ( بصــورةِ  الاقترانُ النســبيُّ
g(x) ≠ 0 ، وَ g(x)، وَ f(x)  كثيرا حدودٍ. 

: مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيةِ باســتثناءِ الأعدادِ التي تجعلُ المقامَ  مجالُ الاقترانِ النســبيِّ
يساوي صفرًا.

مفهومٌ أساسيٌّ 

رُ أتذكَّ

يُمكِنُ اســتعمالُ قاعدةِ 
تحليلِ الفرقِ بينَ مُربَّعيْنِ 

 x2-9 = 0 ِلتحليل
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2   y = x + 4

2x3 -5x2 -3x

:2x3-5x2-3x = 0 ُالتي تجعل x ِمجالُ هذا الاقترانِ هوَ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ باستثناءِ قيم

x(2x2 -5x -3) = 0بإخراجِ x عاملٍ مشتركٍ 

2x2 -5x -3 ِبتحليلِ العبارةِ التربيعيةx(2x + 1)(x -3) = 0   

x-3 = 0  أو  2x+1= 0  أو  x = 0خاصيةُ الضربِ الصفريِّ

x = 0, x = -1بحلِّ المعادلاتِ 

2
 , x = 3

1- ,3 ,0 ، أوْ

2
 إذنْ، مجــالُ هــذا الاقتــرانِ هــوَ جميــعُ الأعــدادِ الحقيقيــةِ باســتثناءِ 

{x | x ≠ 0, x ≠ 3, x ≠ -1

2
}

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مجالَ كلٍّ ممّا يأتي:

a)  h(x) = x3 + 8

x2 - 5x + 6
			  b)  y = x2 - 4

6x - 3x2

اقتـرانَ  المقلـوبِ  f(x) = 1 الـذي يُسـمّى 
x

مـنْ أبسـطِ الاقترانـاتِ النسـبيةِ الاقتـرانُ 
ـدُ اقترانـاتٌ نسـبيةٌ كثيـرةٌ. يُمكِنُ تمثيلُ هـذا الاقترانِ  )reciprocal function(، ومنـْهُ تتولَّ
بيانيًّـا فـي الفتـرةِ [4 ,4-] مثاًل بإنشـاءِ جـدولِ قيـمٍ مـعَ اسـتثناءِ 0؛ لأنَّـهُ ليـسَ مـنْ مجالـِهِ.

أُخِذَتْ قيمٌ صغيرةٌ للمُتغيِّرِ x قريبةٌ منَ الصفرِ لتمثيلِ الاقترانِ بدقةٍ؛ فالقيمُ الصحيحةُ وحدَها لا 
تُمثِّلُ الصورةَ كاملةً، وإنَّما تكونُ الصورةُ مُجتزَأةً ناقصةً.

4210.80.50.2-0.2-0.5-0.8-1-2-4x

1
4

1
211.2525-5-2-1.25-1- 

1
2

- 
1
4

f(x) = 
1
x

، وأَصِلُ بينَ النقــاطِ يمينَ x = 0 بمنحنى،  أُعيِّــنُ النقاطَ (x, f(x)) في المســتوى الإحداثيِّ
فٍ عندَ x = 0، فينتجُ  وأَصِلُ بينَ النقاطِ يســارَ x = 0 بمنحنى آخــرَ؛ لأنَّ الاقترانَ غيرُ مُعــرَّ

الشكلُ المجاورُ.

رُ أُفكِّ

هلْ مجالُ الاقترانِ 

f(x) =
x2-9

x+3
 يساوي مجالَ الاقترانِ

 g(x) = x-3؟
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الوحدةُ 5

 

f(x) = 5  وأُمثِّلُهُ بيانيًّا، وأَجِدُ مجالَهُ، ومداهُ. 
x-3

أَجِدُ خطوطَ التقاربِ للاقترانِ 2 + 

الخطوةُ 1: أَجِدُ خطوطَ التقاربِ لمنحنى الاقترانِ.

 لهــذا الاقترانِ خطُّ تقاربٍ رأســيٍّ عندَ صفرِ المقــامِ؛ أيْ عندما x-3 = 0 يكونُ 
 x = 3 َخطُّ التقاربِ الرأسيِّ هوَ المستقيم

5 منَ الصفــرِ، واقتربَــتْ قيمةُ f(x) مــنْ 2؛ أيْ إنَّ
x-3

 كلَّمــا زادَتْ |x| اقتــربَ  
y = 2 َخطَّ التقاربِ الأفقيِّ هو

مثال 4

أُلاحِظُ منَ الشكلِ الخصائصَ الآتيةَ لاقترانِ المقلوبِ: 

كلَّمــا اقتربَتْ x مــنَ الصفرِ اقتــربَ المنحنى منَ •	
 المحــورِ y. ولذلكَ يكونُ المحورُ y الذي معادلتُهُ

 )vertical asymptote( ٍّخطَّ تقاربٍ رأسي x = 0

. f(x) = 1
x

للمنحنى  

كلَّمــا زادَتْ قيمةُ |x| اقتــربَ المنحنى أكثرَ وأكثرَ •	
مــنَ المحــورِ x. ولذلكَ يكونُ المحــورُ x الذي 
 horizontal( ٍّخطَّ تقــاربٍ أفقي y = 0 ُمعادلتُه

asymptote( لهذا المنحنى. 

f(x) = 1 لا يقطعُ •	
x

منحنــى اقتــرانِ المقلــوبِ 
المحوريْنِ أبدًا، ولكنَّهُ يقتربُ كثيرًا منهُْما.

 للمنحنى محورا تماثلٍ، هما المستقيمانِ:•	
 y = x, y = -x

f(x) = 1 هوَ مجموعةُ الأعدادِ الحقيقيةِ باستثناءِ الصفرِ. 
x

يُلاحَظُ منَ الرسمِ أنَّ مدى الاقترانِ 
وباستعمالِ رمزِ المجموعاتِ، يُكتَبُ مداهُ كما يأتي:

{y | y ≠ 0}

1

1

-1
-2
-3

-4
-5

2
3

4
5

-1-2-3-4-5 2 3 4 5

y

x
0

0

y = xy =-x
y

x

مُ أتعلَّ

إذا لــمْ توجــدْ عواملُ 
مشــتركةٌ بيــنَ بســطِ 
الاقترانِ النسبيِّ ومقامِهِ، 
فإنَّــهُ توجــدُ خطــوطُ 
تقاربٍ رأسيةٌ عندَ أصفارِ 

مقامِهِ جميعِها.
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فٍ عندَ 3: الخطوةُ 2: أُنشِئُ جدولَ القيمِ الآتيَ باستثناءِ العددِ 3 ؛ لأنَّ الاقترانَ غيرُ مُعرَّ

76543.52.5210-1x

3.253.674.5712-8-3-0.50.330.75y = 
5

x-3
 + 2

الخطوةُ 3: �أرسمُ خطَّيِ التقاربِ، ثمَّ أُعيِّنُ النقاطَ 
، وأَصِلُ  )x, y( في المستوى الإحداثيِّ
 x = 3 ِبينَ النقاطِ إلى يمينِ المســتقيم
هُ بمحاذاةِ خطَّيِ التقاربِ،  بمنحنى أمدُّ
ثمَّ أَصِلُ بينَ النقاطِ إلى يسارِ المستقيمِ 
هُ بمحــاذاةِ خطَّيِ  x= 3 بمنحنــى أمدُّ

التقاربِ، فينتجُ الشكلُ المجاورُ.

المجالُ هوَ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ ما 
.{x | x ≠ 3} ْعدا 3، أو

 .{y | y ≠ 2}ْالمدى هوَ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ ما عدا 2، أو

  أتحقق من فهمي

f(x) = 3  وأُمثِّلُهُ بيانيًّا، وأَجِدُ مجالَهُ، ومداهُ.
x + 2

أَجِدُ خطوطَ التقاربِ للاقترانِ 4 + 

y = 2

x = 3

0-2
-2

2

2

4

6

8

10

12

4 6 8 10-4

-4

-6

-8

y

x

مُ أتعلَّ

يشــيرُ خــطُّ التقــاربِ 
الأفقــيِّ إلــى ســلوكِ 
الاقترانِ النســبيِّ عندما 
تصبحُ القيمــةُ المطلقةُ 
ا. فإذا  للمُتغيِّرِ x كبيرةً جدًّ
اقتربَتْ قيمةُ الاقترانِ منْ 
عددٍ حقيقــيٍّ ثابتٍ هوَ 
  y = c c ، فإنَّ المستقيمَ 
يكــونُ خــطَّ تقــاربٍ 
أفقيٍّ لمنحنــى الاقترانِ 

. النسبيِّ

نُ مُتغيِّراتٍ. لاتٍ تتضمَّ توجدُ مواقفُ حياتيةٌ كثيرةٌ تُستعمَلُ فيها الاقتراناتُ النسبيةُ، مثلُ حسابِ مُعدَّ

 مثال 5: من الحياة 

رِ. وعندَ فتحِ  محاليــلُ: يحتوي خزّانٌ كبيرٌ علــى 100 لترٍ منَ الماءِ، أُذيبَ فيهِ kg 5 منَ الســكَّ
لِ 10 لتراتٍ في الدقيقةِ، وفي الوقتِ نفسِــهِ أُضيفَ  الصنبورِ، بدأَ الماءُ يصبُّ في الخزّانِ بمُعدَّ
رِ إلى  رِ في الخزّانِ )أيْ نســبةَ السكَّ رِ كلَّ دقيقةٍ. أَجِدُ تركيزَ الســكَّ إلى الخزّانِ kg 1 منَ الســكَّ

دًا إذا كانَ هذا التركيزُ أكبرَ منهُْ في البدايةِ أمْ لا. الماءِ( بعدَ 12 دقيقةً، مُحدِّ
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الوحدةُ 5

: نبورِ، فإنَّ إذا كانَ t هوَ عددَ الدقائقِ التي تلي فتحَ الصُّ

t بِّ مضروبًا في لُ الصَّ W(t) = 100 + 10tكميةَ الماءِ هيَ الكميةُ الأصليةُ مضافًا إليْها مُعدَّ

لُ الإضافةِ  رِ هيَ الكميةُ الأصليةُ مضافًا إليْها مُعدَّ كميةَ السكَّ
t مضروبًا في

S(t) = 5 + 1t

رِ إلى الماءِ في الخزّانِ رِ هوَ نسبةُ السكَّ C(t) = 5 + tتركيزَ السكَّ

100 + 10t

 t = 12 ِرِ بعدَ 12 دقيقةً هوَ نتيجةُ تعويض  تركيزَ السكَّ
C(t) :ِفي الاقتران

C(12) = 5 + 12

100 + 10(12)

C(12) = 17بالتبسيطِ، واستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

220
 ≈ 0.08

رِ في الخــزّانِ بعدَ 12 دقيقةً هــوَ kg/L 0.08 وقدْ كانَ تركيــزُهُ في البدايةِ  إذنْ، تركيزُ الســكَّ
رِ بعدَ 12 دقيقةً أكبرُ منهُْ في البدايةِ؛ لأنَّ 0.05 < 0.08 5 ، إذنْ، تركيزُ السكَّ

100
 = 0.05 kg/L

  أتحقق من فهمي

رِ. وعندَ فتحِ  محاليــلُ: يحتوي خزّانٌ كبيــرٌ على 300 لترٍ منَ الماءِ، أُذيبَ فيهِ kg 8 منَ الســكَّ
لِ 20 لترًا في الدقيقةِ، وفي الوقتِ نفسِــهِ أُضيفَ إلى  الصنبورِ، بدأَ الماءُ يصبُّ في الخزّانِ بمُعدَّ
 t َدقيقةً، ثمَّ أَجِدُ قيمة t َرِ في الخزّانِ بعد رِ كلَّ دقيقةٍ. أَجِدُ تركيزَ الســكَّ الخزّانِ kg 2 منَ الســكَّ

 0.04 kg/L ِرِ في الخزّان التي يكونُ عندها تركيزُ السكَّ

أتدرب وأحل المسائل

أَجِدُ ناتجَ القسمةِ والباقيَ في كلٍّ ممّا يأتي:

1    (x2+ 5x -1) ÷ (x-1)		  2    (3x2 +23x + 14) ÷ (x + 7)

3    (x3 - 3x2 + 5x -6) ÷ (x -2)	 4    (9x3 - 9x2 + 17x + 6) ÷ (3x -1)

5    (-6x3 + x2 + 4) ÷ (2x -3)		  6    (8x4 + 2x3 - 14x2 +2) ÷ (4 x2 + x -1)

أُثبتُِ أنَّ h(x) هوَ أحدُ عواملِ f(x) في كلٍّ ممّا يأتي:

7    h(x) = x -2 , f(x) = 3x4 - 6x3 + 4x2 - 5x - 6

8    h(x) = 2x2 -7x -4 , f(x) = 6x4 - 17x3- 28x2 - x + 4

تســمحُ الروابــطُ القطبيةُ 
للمــاءِ بإذابــةِ العديدِ منَ 
؛ ما يجعلَــهُ مذيبًا  الموادِّ

مثاليًّا.
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أَجِدُ مجالَ كلِّ اقترانٍ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ:

9    f(x) = 3x - 6

2x
		  10    h(x) = 2x - 8

2x2 - 3x + 1
		  11    g(x) = 2x2 - 8

x2 + 9

أَجِدُ خطوطَ التقاربِ لكلِّ اقترانٍ ممّا يأتي، وأُمثِّلُهُ بيانيًّا، وأَجِدُ مجالَهُ، ومداهُ:

12    f(x) = 2

x - 3
				    13    h(x) = -2

(x - 1)2

14    w(x) = 4x - 3

x2 - 3x
			   15    g(x) = 5x2

x2 + 4

 أدرسُ إحدى مسائلِ القسمةِ في هذا الدرسِ، ثمَّ أكتبُ العلاقةَ بينَ درجةِ كلٍّ منَ المقسومِ والمقسومِ عليْهِ والباقي.  16 

ــدةً.  ــاوي 2(x +2) وح ــا يس ــةً، وطولُه ــداتٍ مُربَّع ــاوي (3x3+14x2+ax +8) وح ــتطيلةٍ تس ــةٍ مس ــاحةُ ورق  �مِس 17 

.a َأَجِــدُ قيمــة

 أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 18 

مهارات التفكير العليا

رًا إجابتي: دُ فيما يأتي الاقترانَ المختلفَ عنِ الاقتراناتِ الثلاثةِ الأخُرى، مُبرِّ ها لا ينتمي:  أُحدِّ  أيُّ 19 

h(x) = 9

x2 + 1
      

l(x) = 7

x2 - 9

f(x) = 3

x + 5
      

g(x) = 5

x + 2

 �مســألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ قاعدةَ اقترانٍ نســبيٍّ يكونُ لتمثيلِهِ البيانيِّ خطُّ تقاربٍ أفقيٍّ هوَ: y = 3، وخطّا تقاربٍ رأسيانِ  20 

.x = -2, x = 7 :هما

: أَجِدُ اقتــرانَ كثيرِ حدودٍ منَ الدرجةِ الثالثةِ، يكونُ أحدُ عواملِهِ 2(x - 1)، وباقي قســمتهِِ على (x + 2) هوَ 9،   تحدٍّ 21 

وباقي قسمتهِِ على (x - 3) هوَ 44
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الدرسُ

3
تركيبُ الاقتراناتِ

Composition of Functions

بِ، وشــرطِ تركيبِ اقترانيْنِ، وإيجادُ قيمتهِِ لعددٍ مُعطى، وإيجادُ قاعدةِ  فُ مفهومِ الاقترانِ المُركَّ  �تعرُّ فكرةُ الدرسِ � 
بتيْهِ. بٍ إذا عُلِمَتْ قاعدتا مُركَّ اقترانٍ مُركَّ

بتانِ. بُ، المُركِّ  تركيبُ الاقتراناتِ، الاقترانُ المُركَّ المصطلحاتُ � 
نُ موجةٌ دائريةٌ   �عندما تسقطُ قطرةُ ماءِ المطرِ على بحيرةٍ تتكوَّ مسألةُ اليومِ � 
يتزايدُ طولُ نصفِ قُطْرِها بالنســبةِ إلى الزمنِ وَفقَ الاقترانِ: 
r(t) = 25 √t + 2 ، حيثُ r نصفُ القُطْرِ بالســنتيمتراتِ، 

.t = 2 الزمنُ بالدقائقِ. أَجِدُ مِساحةَ الموجةِ عندما t َو

هُ يُمكِنُ اســتعمالُ أيِّ اقترانيْنِ، مثــلِ f(x) = x2, g(x) = 2x -1، لتكوينِ  تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ
اقتراناتٍ جديدةٍ، وذلكَ بإجراءِ عملياتِ جمعٍ، أوْ طرحٍ، أوْ ضربٍ، أوْ قســمةٍ عليْهِما كما في 

الأمثلةِ الآتيةِ: 
	 (f + g)(x)= x2 + 2x - 1		  (f-g)(x) = x2 - 2x + 1

	  (f . g)(x) = x2(2x - 1)		  ( f
g

)(x) = x2

2x - 1

واليومَ سأتعلَّمُ طريقةً جديدةً لتكوينِ اقترانٍ جديدٍ منَ الاقترانيْنِ f، وَ g عنْ طريقِ 
تركيبَ  دمجِهِما، بحيثُ تكونُ مخرجةُ أحدهِما مدخلةً للآخرِ. وتُسمّى عمليةُ الدمجِ هذهِ 
الاقترانَ المُركَّبَ  (function composition)، ويُسمّى الاقترانُ الناتجُ  الاقتراناتِ 

 .(composite function)

يُمكِنُ تركيبُ الاقترانيْنِ بطريقتيْنِ، هما: تطبيقُ f  أولً، ثمَّ g على نتيجةِ  f، ويُرمَزُ إلى ذلكَ بالرمزِ 
.(f◦g) ِويُرمَزُ إلى ذلكَ بالرمز ،g ِعلى نتيجة f َّأولً، ثم g ُوتطبيق .f َبعد g :ُويُقرَأ ،(g◦f)

تركيبُ الاقتراناتِ
f, g هــوَ: g(x) اقترانيْــنِ، فــإنَّ الاقتــرانَ الناتــجَ مــنْ تركيــبِ  وَ   ،f(x)  إذا كانَ 
بِ (f◦g) هوَ  f(g(x)) = (x)(f◦g). ويُقــرَأُ: f بعــدَ g ، ويكونُ مجالُ الاقتــرانِ المُركَّ

.f ِفي مجال g(x) التي تكونُ مخرجاتُها g ِمنْ مجال x ِمجموعةُ قيم

مفهومٌ أساسيٌّ 
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ــحُ المُخطَّطُ الآتي أنَّ مجالَ (f◦g) هوَ مجموعةٌ جزئيةٌ منْ مجالِ g، وأنَّ مدى (f◦g) هوَ  يُوضِّ
 )g ِأحدُ عناصرِ مجال z ُحيث( g(z) ُوإذا كانَتْ إحدى القيمِ مثل .f مجموعــةٌ جزئيةٌ منْ مدى

غيرَ موجودةٍ في مجالِ f، فلا يُمكِنُ إيجادُ (z)(f◦g) في هذهِ الحالةِ:

f ￯مدg ￯مد

(f◦g) ￯مد
(f◦g)

g

g

fg(x)
f(g(x))

g(z)z

x

(f◦g) ُمجال

f ُمجال
g ُمجال

 

 إذا كانَ f(x) = x2, g(x) = x + 4، فأَجِدُ:
1   (g◦f)(3)

g َّثم ،f ْ؛ أيf(3) ِلـ g تعني (g◦f )(3)(g◦f )(3) = g(f(3))

f ِفي معادلة x = 3 ِبتعويض = g(32)

g(9) = بالتبسيطِ

13 = 4 + 9 = بتعويضِ x = 9 في معادلةِ g، والتبسيطِ

2   (g◦f)(-2)

g َّثم ،f ْ؛ أيf(-2) ِلـ g تعني (g◦f )(-2)(g◦f )(-2) = g(f(-2))

f ِفي معادلة x = -2 ِبتعويض = g((-2)2)

g(4) = بالتبسيطِ

8 = 4 + 4 = بتعويضِ x = 4 في معادلةِ g، والتبسيطِ

3   (f◦g)(5)

f َّثم ،g ْ؛ أيg(5) ِلـ f تعني (f◦g)(5)(f◦g)(5) = f(g(5))

g ِفي معادلة x = 5 ِبتعويض = f(5+4)

f(9) = بالتبسيطِ

81 = 92 = بتعويضِ x = 9 في معادلةِ f، والتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

إذا كانَ  h(x) = √x , j(x) = 2x +1 ، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:
a)  (h◦j)(4)      b)  ( j◦h)(4)      c)  (h◦h)(16)      d)  ( j◦j )(-8)

مثال 1

رُ أُفكِّ

هــلْ توجــدُ أيُّ قيــمٍ 
x لا يُمكـِـنُ  ـرِ  للمُتغيّـِ

 (h◦j )(x) ُحســاب
عندهــا؟
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بِ عندَ  بِ بدلالةِ المُتغيِّرxِ، ثمَّ حســابِ قيمةِ الاقترانِ المُركَّ يُمكِنُ إيجادُ قاعدةِ الاقترانِ المُركَّ
أيِّ قيمةٍ عدديةٍ معطاةٍ.

 

 ،(g◦f )(x) َو ،(f◦g)(x) :ْفأَجِدُ قاعدةَ كلٍّ من ،f(x) = 3x +5, g(x) = 2x2 – 6 َإذا كان 
.(g◦f )(0) َو ،(f◦g)(-2) ُثمَّ أَجِد

بِ  f(g(x)) = (x)(f◦g)تعريفُ الاقترانِ المُركَّ

g(x) = 2x2 – 6 ِبتعويض = f(2x2- 6)

f ِفي معادلة x َمكان (2x2 – 6) ِ3= بتعويض(2x2-6) +5

6x2 - 13 = (x)(f◦g)بالتبسيطِ

6(-2)2 – 13 =11 = (2-)(f◦g)بتعويضِ x = -2، والتبسيطِ

بِ  g(f(x)) = (x)( g◦f)تعريفُ الاقترانِ المُركَّ

f(x) = 3x + 5  ِبتعويض= g(3x+5)

g ِفي معادلة x َمكان (3x + 5) ِ2 =بتعويض(3x+5)2 - 6

(3x + 5) ِ2 = بتربيع(9x2 + 30x + 25)-6

18x2 + 60x + 44= (x)( g◦f)بالتبسيطِ

18(0)2 +60(0) +44= 44 = (0)( g◦f)بتعويضِ x = 0، والتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

 ،(g◦f )(x) َو ،(f◦g)(x) :ْفأَجِدُ قاعدةَ كلٍّ من ،f(x) = x2+ 4x, g(x)= 2- 3x  َإذا كان
.(g◦f )(-1) َو ،(f◦g)(3) ُثمَّ أَجِد

مثال 2

رُ أُفكِّ

قُ عمليةُ تركيبِ  هلْ تُحقِّ

الاقترانــاتِ الخاصيــةَ 
التبديليةَ؟

رموزٌ رياضيةٌ

 ،(f◦g)(x)  يُقرَأُ الرمــزُ 

f بعدَ g(x)، ويُقرَأُ الرمزُ 

g(x) ِلـ f ، f(g(x))

بةً، وإيجادُ اقترانيْنِ بســيطيْنِ يُكافئُِ  يُمكِنُ النظرُ إلى كثيرٍ منَ الاقتراناتِ بوصفِها اقتراناتٍ مُركَّ
بتَيِ الاقتــرانِ المُركَّبِ  ــبَ، عندئذٍ يكونُ الاقترانانِ البســيطانِ مُركَّ تركيبُهُمــا الاقترانَ المُركَّ

.)components of the composite function(

بتــاهُ همــا: بًــا، ومُركَّ  فمثــاً، يُمكِــنُ اعتبــارُ الاقتــرانِ f(x) = √4x2 + 9  اقترانًــا مُركَّ
. f(x) = (h◦g)(x) ُويكون ،h(x) = √x , g(x) = 4x2 + 9 
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أَجِــدُ الاقترانيْنِ f(x) ، وَ g(x)، بحيثُ يُمكنُِ التعبيرُ عــنْ كلٍّ منَ الاقترانيْنِ الآتييْنِ بالصورةِ 
h(x) = f(g(x))

1   h(x) = 1
x + 3

: g(x) = x + 3, f(x) = 1 . وبذلكَ، فإنَّ
x

أفترضُ أنَّ 
g(x)= x + 3 ِبتعويضf(g(x)) = f(x + 3)

 f  ِفي معادلة x َمكان x+3 ِ1 =بتعويض
x + 3

      = h(x)

2   h(x) = (2 + x2)10

: أفترضُ أنَّ g(x) = 2 + x2, f(x) = x10 . وبذلكَ، فإنَّ
g(x)= 2 + x2 ِبتعويضf(g(x)) = f(2 + x2)

f ِ2 في معادلة + x2 ِبتعويض= (2 + x2)10 = h(x)

  أتحقق من فهمي

أَجِــدُ الاقترانيْنِ f(x) ، وَ g(x)، بحيثُ يُمكنُِ التعبيرُ عــنْ كلٍّ منَ الاقترانيْنِ الآتييْنِ بالصورةِ 
h(x) = f(g(x))

a)  h(x) = 4x2 -1			   b)  h(x) = 2
(x + 2)2 + 5

مثال 3

بةِ في مواقفَ حياتيةٍ كثيرةٍ، مثلِ: التجارةِ، والصناعةِ،  يُمكِنُ اســتعمالُ فكرةِ الاقتراناتِ المُركَّ
وغيرِهِما. 

 مثال 4: من الحياة 

صناعــةٌ: وجدَ مديرُ مصنعٍ للأثــاثِ أنَّ تكلفةَ إنتــاجِ q  منْ خزاناتِ الكتبِ فــي فترةِ العملِ 
الصباحيةِ بالدينــارِ هيَ: C(q) = q2 + 2q + 800 . إذا كانَ عددُ خزاناتِ الكتبِ التي يُمكِنُ 
إنتاجُها في t ساعةً في الفترةِ الصباحيةِ هيَ: q(t) = 20t, 0 ≤ t ≤ 5، فما تكلفةُ الإنتاجِ بدلالةِ 

t؟ كمْ دينارًا تكلفةُ الإنتاجِ في نهايةِ ساعةِ العملِ الرابعةِ؟

إرشادٌ

قــدْ لا تكــونُ القيــودُ 
على مجــالِ الاقتراناتِ 
واضحــةً بعــدَ إجــراءِ 
عمليةِ تركيبِ الاقتراناتِ
وتبســيطهِا؛ لــذا مــنَ 
المُهِمِّ الانتباهُ إلى مجالِ 
الاقترانيْنِ قبلَ تركيبهِِما.
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بًا هوَ  نُ اقترانًا مُركَّ ضُ قيمةَ q(t) في معادلةِ التكلفةِ، فأُكوِّ لإيجادِ تكلفةِ الإنتاجِ بدلالةِ t ، أُعــوِّ
:(C◦q)(t)

بِ 	تعريفُ الاقترانِ المُركَّ (C◦q)(t) = C(20t)

	بتعويضِ 20t مكانَ q في معادلةِ التكلفةِ = (20t)2 + 2(20t) + 800

400t2 + 40t + 800 = (t)(C◦q)	بالتبسيطِ

(C◦q)(4) : َتكلفةُ الإنتاجِ في نهايةِ ساعةِ العملِ الرابعةِ هي
(C◦q)(4) = 400(16) + 40(4) + 800 = 7360 

إذنْ، تكلفةُ الإنتاجِ في نهايةِ ساعةِ العملِ الرابعةِ هيَ: 7360 دينارًا.

  أتحقق من فهمي

 F ِّدرجاتِ الحرارةِ منَ المقياسِ الفهرنهايتي C(F) = 5
9

 (F -32)  ُلُ الاقتــران قياسٌ: يُحوِّ
لُ الاقترانُ K(C) = C + 273 درجاتِ الحرارةِ منْ مقياسِ  إلى مقياسِ سيلســيوس C. ويُحوِّ
لُ درجةَ الحــرارةِ منَ المقياسِ  سيلســيوس إلى مقياسِ كلفن K. أكتبُ الاقتــرانَ الذي يُحوِّ
الفهرنهايتيِّ إلــى مقياسِ كلفن، ثمَّ أَجِدُ درجةَ الحرارةِ على مقياسِ كلفن التي تُقابلُِ 86 درجةً 

فهرنهايتيةً.

أتدرب وأحل المسائل

f(x) = x + 7, g(x) = x ، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:
2

إذا كانَ 

1    (f◦g)(4)						      2    (g◦f)(4)

3    (g◦g)(-2)						      4    (f◦f )(3)

إذا كانَ c(x) = x3, d(x) = 2x-3، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:

5    (c◦d)(3)						      6    (d◦c)(5)

7    (c◦d)(x)						      8    (d◦c)(x)

معلومةٌ

الكلفن وحــدةٌ لقياسِ 
درجةِ الحرارةِ، اعتُمِدَتْ 
، ورُمِزَ  في النظامِ الدوليِّ
إليْها بالرمــزِ )K(، وقدْ 
يَتْ بهذا الاسمِ نسبةً  سُمِّ
إلــى الفيزيائــيِّ اللورد 

كلفن. 
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.(a◦b)(x) = (b◦a)(x) َّفأُثبتُِ أن ،a(x) = x + 4, b(x) = x-7 َإذا كان  9 

.(f◦g)(-3) َثمَّ أَجِدُ قيمة ،(f◦g)(x) ُفأَجِد ،f(x) = 2x, g(x) = 3x + 4 َإذا كان  10 

f(x) = 1، فأَجِدُ (x)( g◦f) بصورةِ كسرٍ واحدٍ، ثمَّ أُعيِّنُ مجالَهُ.
x - 4

 , g(x) = 2x-10 َإذا كان  11 

:f, g ِبٍ، مُعتمِدًا الاقترانيْن إذا كانَ f(x) = x +1, g(x) = x2 -7، فأُعبِّرُ عنْ كلٍّ ممّا يأتي بصورةِ اقترانٍ مُركَّ

12   x2 – 6				    13   x + 2			   14   x2 + 2x - 6

بِ في الأسئلةِ (18 -15): أستعملُ التمثيليْنِ البيانييْنِ للاقترانيْنِ f(x), g(x) لإيجادِ قيمةِ الاقترانِ المُركَّ

0 1
-1

2

1

2

3

4

5

6

3 4 5 6 7

-2

-3

-4

x

f(x)

          

0 1
-1

2

1

2

3

4

5

6

3 4 5 6 7

-2

-3

-4

g(x)

x

15   (f◦g)(2)			   			   16   (g◦f )(4)

17   (g◦g)(5)						      18   (f◦f )(3)

h(x) = f(g(x)) ِبحيثُ يُمكنُِ التعبيرُ عنْ كلٍّ منَ الاقترانيْنِ الآتييْنِ بالصورة ،g(x) َو ، f(x) ِأَجِدُ اقترانيْن

19   h(x) = 4

3 - √4 + x2
					     20   h(x) = ( 1

2x - 3
)3

رُ إجابتي. f(x) = √x-2 , x ≥ 2, g(x) = 2، فهلْ يُمكِنُ تكوينُ (x)(f◦g)؟ أُبرِّ
3 - x

 , x > 3 َإذا كان  21 

 أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 22 
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دةِ في الثلّجةِ بالاقترانِ: يُعطى عددُ خلايا البكتيريا في أحدِ الأطعمةِ المُبرَّ

N(T) = 23T 2 -56T + 1,  3 < T < 33، حيــثُ T درجةُ حرارةِ الطعامِ. عندَ 

 ،T(t) = 5t + 1.5 :ِإخــراجِ الطعامِ منَ الثلّجــةِ تُعطى درجةُ حرارتهِِ بالاقتــران
حيثُ t الزمنُ بالساعاتِ:

.(N◦T)(t) :َأكتبُ الاقتران  23 

بًا إجابتي إلى منزلتيْنِ عشريتيْنِ.  أَجِدُ الزمنَ الذي يصلُ عندهُ عددُ خلايا البكتيريا إلى 6752 خليةً، مُقرِّ 24 

.bَو ،a ْفأَجِدُ قيمةَ كلٍّ من ،(f◦f )(x) = 16x -15 َوكان ،f(x) = ax +b, a> 0 َإذا كان  25 

.f(x) = x2 +1, g(x) = 1
x

  , h(x) = x + 3 :  أَجِدُ (x)(f◦g◦h) في أبسطِ صورةٍ، علمًا بأنَّ 26 

مهارات التفكير العليا

دُ   �أكتشــفُ الخطأَ: وجدَتْ كلٌّ منْ هدى ووفاءَ ناتجَ (x)(f◦g) ، حيثُ: f(x) = x2 -6x -5, g(x) = x2 +5. أُحدِّ 27 

رًا إجابتي.  إذا كانَتْ إجابةُ أيٍّ منهُْما صحيحةً، مُبرِّ

هدى
(f◦g)(x) = f(g(x))
	 = (x2+5)2 -6(x2+5)-5
	 = x4+10x2+25-6x2-30-5
	 = x4 + 4x2  - 10

  

وفاءُ
(f◦g)(x) = f(g(x))
	 =(x2+5)2 -6x2 - 5
	 = x4 +10x2 + 25 - 6x2 - 5
	 = x4 + 4x2 + 20

.(f◦g)(x) = x2 – 4x + 7 ُبحيثُ يكون g َو ،f ِمسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ اقترانيْن  28 

f(x) = 1 ، فما قاعدةُ (x)(f◦g)؟ ما مجالُهُ؟
x - 3

 ; g(x) = 1
x + 2

: إذا كانَ   تحدٍّ 29 

.(f◦g)(x)= -4 َفأَحُلُّ المعادلة ، g(x) = 2x - 1
3

f(x) = 2x - 2 ، وكانَ 
x - 4

: إذا كانَ   تحدٍّ 30 
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الدرسُ

4
الاقترانُ العكسيُّ
Inverse Function

، وإيجادُهُ، وتحديدُ مجالهِِ ومداهُ. فُ الاقترانِ العكسيِّ  تعرُّ فكرةُ الدرسِ � 
، الاقترانُ المحايدُ،  ، اقترانُ واحدٍ لواحدٍ، اختبارُ الخطِّ الأفقيِّ  �العلاقةُ العكسيةُ، الاقترانُ العكســيُّ المصطلحاتُ � 

 . الاقترانُ الجذريُّ
 l  ِلإيجــادِ طــولِ الزنبــرك  l = 0.5w + 3 ُيُســتعمَلُ الاقتــران�  مسألةُ اليومِ � 
 w ٍبالســنتيمتراتِ في الميــزانِ الزنبركــيِّ عندَ قياسِ كتلةِ جســم
بالكيلوغــرامِ. هلْ يُمكِــنُ إيجادُ اقترانٍ آخرَ يُســتعمَلُ لإيجادِ كتلةِ 

الجسمِ إذا عُلِمَ طولُ الزنبركِ؟

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ العلاقةَ تربطُ بينَ مجموعتيْنِ منَ العناصرِ، 
وأنَّ إحداهُما تُســمّى المجــالَ، والأخُرى تُســمّى المدى. 
وبالنظرِ إلى العلاقةِ المُمثَّلةِ في المُخطَّطِ الســهميِّ المجاورِ، 
أُلاحِظُ أنَّ المجالَ هوَ: A = {1, 4, 5, 8, 10}، والمدى هوَ: 

.B = {4, 5, 6, 7}

عندَ عكسِ اتجاهِ الأســهمِ لترتبطَ عناصــرُ B بعناصرِ A تنتجُ 
.A ومداها ،B مجالُها ،)inverse relation( ٌعلاقةٌ عكسية

بةُ للعلاقةِ: {(5 ,1) ,(3 ,2) ,(1, 2-) ,(3 ,3-)} إحداثياتِ رؤوسِ  تُمثِّلُ الأزواجُ المُرتَّ
على  العكسيةَ  والعلاقةَ  العلاقةَ  بيانيًّا  أُمثِّلُ  ثمَّ  العكسيةَ،  العلاقةَ  أَجِدُ   .ABCD المستطيلِ 

المستوى الإحداثيِّ نفسِهِ.
بةِ، فتكــونُ العلاقةُ العكســيةُ هيَ:  لُ إحداثيــاتِ الأزواجِ المُرتَّ لإيجــادِ العلاقــةِ العكســيةِ، أُبــدِّ

.{(3, -3), (1, -2), (3, 2), (5, 1)}

بةِ بيانيًّا تنتجُ إحداثياتُ رؤوسِ المســتطيلِ 'A'B'C'D الذي يُمثِّلُ  عندَ تمثيلِ هذهِ الأزواجِ المُرتَّ
y = x ِحولَ المستقيم ABCD ِانعكاسًا للمستطيل

مثال 1

�
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الوحدةُ 5

y

f(x) = √25 - x2

5

5

0
-5

y

x

f(x) = x3 - 1
0

رموزٌ رياضيةٌ

 f-1 (x) يُقــرَأُ الرمــزُ 
ـرانَ العكســيَّ  الاقتـ

.f(x) ِللاقتران

  أتحقق من فهمي

بـةُ للعلاقـةِ: {(3 ,4) ,(3 ,4-) ,(1, 3-)} إحداثيـاتِ رؤوسِ المثلـثِ  تُمثِّـلُ الأزواجُ المُرتَّ
ABC. أَجِـدُ العلاقـةَ العكسـيةَ، ثـمَّ أُمثِّـلُ بيانيًّـا العلاقـةَ والعلاقـةَ العكسـيةَ علـى المسـتوى 

الإحداثيِّ نفسِـهِ.

قُها جميعُ العلاقاتِ؛ فهيَ تربطُ  الاقتراناتُ هيَ نوعٌ خاصٌّ منَ العلاقاتِ؛ لأنَّ لها خاصيةً لا تُحقِّ
هُ يُمكِنُ  كلَّ عنصرٍ في المجالِ بعنصرٍ واحدٍ فقطْ في المــدى. وبما أنَّ كلَّ اقترانٍ هوَ علاقةٌ فإنَّ
يَّ اقترانًا  إيجادُ علاقةٍ عكسيةٍ للاقترانِ )معكوسُ الاقترانِ(، فإذا كانَ المعكوسُ اقترانًا أيضًا سُمِّ

.f-1 (x) ِبالرمز f(x) ِويُرمَزُ إلى الاقترانِ العكسيِّ للاقتران .)inverse function( عكسيًّا

يُمكِــنُ تحديدُ إذا كانَ معكــوسُ الاقترانِ f(x) يُمثِّلُ اقترانًا أمْ لا بالنظرِ إلى f(x) نفسِــهِ؛ فإذا 
ارتبطَ كلُّ عنصرٍ في المدى بعنصرٍ واحدٍ فقطْ في المجالِ كانَ المعكوسُ اقترانًا، عندئذٍ يُسمّى

.)one to one function( ٍاقترانَ واحدٍ لواحد  f(x)

قِ  يُمكِنُ أيضًا استعمالُ طريقةٍ تُســمّى اختبارَ الخطِّ الأفقيِّ )horizontal line test(؛ للتحقُّ
 f(x) هُ لا يقطعُ منحنى دِ أنَّ ، والتأكُّ منْ أنَّ الاقترانَ هوَ واحدٌ لواحدٍ، وذلكَ برســمِ أيِّ خطٍّ أفقيٍّ

في أكثرَ منْ نقطةٍ.

اقترانٌ ليسَ واحدًا لواحدٍ.

اقترانٌ ليسَ واحدًا لواحدٍ.

المدىالمدى المجالُالمجالُ

اقترانُ واحدٍ لواحدٍ.

اقترانُ واحدٍ لواحدٍ.
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لأيِّ اقتــرانِ f(x)، يوجدُ اقترانٌ عكســيٌّ f-1 (x) إذا وفقــطْ إذا كانَ f(x) اقترانَ واحدٍ 
.f-1 (x) َهوَ مجال f(x) ومدى ،f-1 (x) هوَ مدى f(x) ُلواحدٍ، عندئذٍ يكونُ مجال

y
f

f-1

x

f ُمجال

f-1 مدى

f مدى

f-1 ُمجال

مفهومٌ أساسيٌّ 

يُمكِنُ إيجادُ الاقترانِ العكســيِّ للاقترانِ المكتوبِ بصورةِ معادلةٍ بالتبديلِ بينَ x وَ y في قاعدةِ 
الاقترانِ.

أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ f-1(x) لكلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:
1   f(x) = 4(x-5)

y = f(x) ِالخطوةُ 1: أكتبُ الاقترانَ بصورة
 y = 4(x-5) ِأكتبُ الاقترانَ بصورة  	

الخطوةُ 2: أُعيدُ ترتيبَ المعادلةِ الناتجةِ في الخطوةِ 1 بجعلِ x موضوعَ القانونِ:
y = 4(x-5)المعادلةُ الأصليةُ

يْنِ y = 4x-20بتوزيعِ الضربِ في 4 على الحدَّ

y + 20 = 4xبإضافةِ 20 إلى طرفَيِ المعادلةِ

	بقسمةِ طرفَيِ المعادلةِ على 4 y + 20
4

 = x

لْتُ إليْها فــي الخطوةِ 2، فينتجُ:     لُ y بـــِ x في الصيغةِ التي توصَّ لُ x بـِ y، وأُبدِّ الخطوةُ 3: �أُبــدِّ
 x + 20

4
 = y

مثال 2
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الوحدةُ 5

.f -1(x) ِّفيكونُ الناتجُ قاعدةَ الاقترانِ العكسي ،y َمكان f -1(x) ُالخطوةُ 4: أكتب

 أكتبُ f -1(x) مكانَ y، فينتجُ:
 f -1(x) = x + 20

4

عندَ تمثيلِ كلٍّ منْ f(x) وَ f -1 (x)  في المستوى 
الإحداثيِّ نفسِــهِ، أُلاحِــظُ أنَّ التمثيــلَ البيانيَّ 
للاقترانِ f -1 (x)  هوَ انعــكاسٌ للتمثيلِ البيانيِّ 

 y = x ِحولَ المستقيم f(x) ِللاقتران

2   f(x) = 3x2 – 4, x ≥ 0

f(x) هـوَ  أَجِـدُ أنَّ   ، باسـتعمالِ اختبـارِ الخـطِّ الأفقـيِّ
اقتـرانُ واحـدٍ لواحـدٍ عندمـا x ≥ 0؛ لـذا فإنَّ لـهُ اقترانًا 

عكسيًّا.

y = 3x2 - 4 ِالخطوةُ 1: أكتبُ الاقترانَ بصورة

الخطوةُ 2: �أُعيدُ ترتيبَ المعادلــةِ الناتجةِ في الخطوةِ 1 
بجعلِ x موضوعَ القانونِ:

y = 3x2 -4المعادلةُ الأصليةُ

y + 4 = 3x2بإضافةِ 4 إلى طرفَيِ المعادلةِ

	بقسمةِ طرفَيِ المعادلةِ على 3 y + 4
3

 = x2

 f َبأخذِ الجذرِ التربيعيِّ الموجبِ للطرفيْنِ؛ لأنَّ مجال
الذي يُمثِّلُ مدى f -1 هوَ الأعدادُ غيرُ السالبةِ.

	√ y + 4
3

 = x

 √ x + 4
3

 = y :ُفينتج ،x ِبـ y ُل لُ x بـِ y، وأُبدِّ الخطوةُ 3: أُبدِّ

، y َمكان f -1(x) ُالخطوةُ 4: �أكتب 
  f -1(x) = √ x + 4

3
فينتجُ: 

عنــدَ تمثيــلِ كلٍّ مــنْ f(x) وَ f -1(x) فــي 
المستوى الإحداثيِّ نفسِــهِ، أُلاحِظُ أنَّ التمثيلَ 
f -1(x) هوَ انعكاسٌ للتمثيلِ  البيانيَّ للاقترانِ 
y = x ِحولَ المستقيم f(x) ِالبيانيِّ للاقتران
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معلومةٌ

، لا يوجدُ  بوجــهٍ عــامٍّ
للاقترانِ التربيعيِّ اقترانٌ 
هُ ليسَ اقترانَ  ؛ لأنَّ عكسيٌّ
واحدٍ لواحدٍ. ولكنْ إذا 

اختُــزِلَ مجالُــهُ بالفترةِ 
التي يكونُ فيهــا اقترانَ 
واحــدٍ لواحــدٍ، كانَ لهُ 

. عندئذٍ اقترانٌ عكسيٌّ

رموزٌ رياضيةٌ

 f-1(x) ُيدلُّ الرمز
على الاقترانِ العكسيِّ 

للاقترانِ f ، أمّا الرمزُ 
1 فيدلُّ على مقلوبِ 

f(x)

 .f ِالاقتران
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  أتحقق من فهمي

أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ لكلٍّ منَ الاقترانيْنِ الآتييْنِ:

a)  h(x) = 7x + 5			   b)  g(x) = x2 + 2, x ≥ 0

منْ خصائصِ أيِّ اقترانيْنِ مُتعاكِســيْنَ أنَّ كلًّ منهُْما يَعكسُ أثرَ الآخــرِ؛ لذا ينتجُ منْ تركيبهِِما 
 identity( ُالاقتــرانُ الذي يُبْقي كلَّ عنصرٍ فــي مجالهِِما على حالهِِ، وهوَ الاقتــرانُ المحايد

f(x) = x :َالذي يربطُ كلَّ عنصرٍ بنفسِهِ، وقاعدتُهُ هي )function

تُســتعمَلُ النتيجةُ الســابقةُ لإثباتِ أنَّ كلًّ منَ اقترانيْــنِ معلوميْنِ هوَ اقترانٌ عكســيٌ للآخرِ، 
. ةِ الحلِّ عندَ إيجادِ الاقترانِ العكسيِّ قِ منْ صحَّ وللتحقُّ

اقترانٌ عكسيٌّ للآخرِ  g(x) = 3x -5 هوَ  وَ    f(x) = x + 5
3

الاقترانيْنِ  منَ  أنَّ كلًّ  أُثبتُِ 
.(g◦f )(x) َو ،(f◦g)(x) ِبإيجاد

بِ f(g(x)) = (x)(f◦g)تعريفُ الاقترانِ المُركَّ

g(x) = 3x -5 ِبتعويض = f(3x -5)

f(x) ِفي معادلة x َ3 مكانx -5 ِبتعويض	  = (3x - 5) + 5
3

	بالتجميعِ  = 3x+(- 5 + 5) 
3

 x = (x)(f◦g)بالتبسيطِ

بِ  g(f(x)) = (x)( g◦f)تعريفُ الاقترانِ المُركَّ

f(x) = 
x + 5

3
	بتعويضِ   = g( 

x + 5
3  )

g(x) ِفي معادلة x َمكان x + 5
3

	بتعويضِ   = 3( 
x + 5

3  )-5

x + 5-5 =باختصارِ العاملِ 3 منَ البسطِ والمقامِ

x = (x)( g◦f)بالتبسيطِ

.(f◦g)(x)=(g◦f )(x)=x َّهوَ اقترانٌ عكسيٌّ للآخرِ؛ لأن  g(x) َو f(x) ِإذنْ، كلٌّ منَ الاقترانيْن

مثال 3

يكونُ f -1(x)  الاقترانَ العكسيَّ للاقترانِ f(x)، إذا وفقطْ إذا كانَ:
ــعِ  ــالِ f -1(x)  وَ x = (x)( f -1◦f)  لجمي ــي مج ــمِ x ف ــعِ قي x = (x)(f◦f -1)  لجمي

. f(x) ِفــي مجــال x ِــم قي

نتيجةٌ

إرشادٌ

تعني جملــةُ )إذا وفقطْ 
إذا( أنَّ العبارةَ صحيحةٌ 

في الاتجاهيْنِ.
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الوحدةُ 5

  أتحقق من فهمي

g(x) = x  هوَ اقترانٌ عكسيٌّ للآخرِ.
4

أُثبتُِ أنَّ كلًّ منَ الاقترانيْنِ f(x)= 4x - 8 وَ 2+ 

أَجِدُ مجالَ الاقترانِ f(x) = √2x - 6  ومداهُ، ثمَّ أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ لهُ.
:2x-6 ≥ 0  ُالتي تجعل x ُمجالُ هذا الاقترانِ هوَ قيم

2x- 6 ≥ 0أكتبُ المتباينةَ

2x- 6 + 6 ≥ 0 + 6بإضافةِ 6 إلى الطرفيْنِ

2x ≥ 6بالتبسيطِ

x ≥ 3بقسمةِ الطرفيْنِ على 2

إذنْ، مجالُ f(x) هوَ x ≥ 3، أوِ الفترةُ (∞ ,3]، ومداهُ جميعُ الأعدادِ الحقيقيةِ منْ قيمتهِِ عندَ 3 
فصاعدًا؛ لأنَّ المقصودَ بالجذرِ هنا هوَ الجذرُ الموجبُ. فالمدى هوَ y ≥ 0، أوِ الفترةُ (∞ ,0] .

مثال 4

√ = f -1(x)  الذي يحوي جذرًا تربيعيًّا لمقدارٍ  x + 4
3

نتجَ في المثالِ الثاني الاقترانُ العكسيُّ 
، وهوَ نوعٌ خاصٌّ منَ الاقتراناتِ يُسمّى الاقترانَ الجذريَّ )radical function(، مثلَ: جبريٍّ

f (x) = √5 + x2     f (x) = √x + 12
8

      f (x) = √ 1
x

      f (x) = 
√x - x3

 √1 -x3
3 4

ا مثلَ:     √  ,    √   كانَ مجالُ الاقترانِ الجذريِّ جميعَ الأعدادِ الحقيقيةِ،  إذا كانَ دليلُ الجذرِ فرديًّ
ومــداهُ جميعَ الأعدادِ الحقيقيةِ. أمّا إذا كانَ دليلُهُ زوجيًّا مثــلَ:     √  ,    √  ، فإنَّ مجالَهُ يكونُ 
مجموعةَ الأعدادِ التي تجعلُ المقدارَ تحتَ رمزِ الجذرِ عددًا غيرَ سالبٍ؛ لأنَّ الجذورَ الزوجيةَ 
للأعدادِ السالبةِ ليسَتْ حقيقيةً، ويكونُ مداهُ مجموعةً منَ الأعدادِ الحقيقيةِ غيرِ السالبةِ. فمثلً، 

f(x)= √x  مجالُهُ x ≥ 0 ، ومداهُ y ≥ 0، وتمثيلُهُ البيانيُّ كما في الشكلِ الآتي:

3 5

4

1

1

-1
-2
-3

-4
-5

2
3

4
5

-1-2-3-4-5-6 2 3 4 5 6

y

x0

y = √x

رُ أتذكَّ

عملياتُ الجمعِ والطرحِ 
والضــربِ فــي عــددٍ 
ـرُ رمزَ  موجــبٍ لا تُغيّـِ

التباينِ.
أمّــا الضربُ فــي عددٍ 
ســالبٍ فيعكــسُ رمزَ 

التباينِ.
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 x ِثمَّ أَحُلُّ المعادلةَ لإيجاد ، y = √2x-6  ِأكتبُ الاقترانَ بصورة ، لإيجادِ الاقترانِ العكســيِّ
:y ِبدلالة

y = √2x-6المعادلةُ الأصليةُ

y 2 = 2x - 6بتربيعِ الطرفيْنِ

 y 2 + 6 = 2xبإضافةِ 6 إلى الطرفيْنِ

  بقسمةِ الطرفيْنِ على 2      y
2 + 6

2
 = x

 x 2 + 6
2

 = y  :َهُ ينتج بإبدالِ y بـِ x ، وxَ بـِ y في المعادلةِ الناتجةِ، فإنَّ

 f -1(x) = x 2 + 6
2

أكتبُ f -1(x) مكانَ y، فينتجُ:  

يكـونُ مجـالُ f -1(x) هـوَ مـدى f(x)؛ أيْ مجالُهُ الفتـرةُ (∞ ,0]، ومداهُ هوَ مجـالُ f(x)؛ أيِ 
.[3, ∞) الفترةُ 

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مجالَ  g(x) = √3x + 12 -2  ومداهُ، ثمَّ أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ لهُ.

تتطلَّبُ بعضُ المســائلِ الحياتيةِ اســتعمالَ مفهومِ الاقترانِ العكســيِّ لحلِّها. فإذا عُلِمَ طولُ 

نصــفِ قُطْرِ كرةٍ أمكنَ إيجــادُ حجمِها بالتعويضِ المباشــرِ في قانونِ حســابِ حجمِ الكرةِ:  

 = V(r). ولكنْ إذا عُلِمَ الحجمُ، وطُلِبَ إيجادُ طولِ نصفِ القُطْرِ، فيجبُ تغييرُ الصيغةِ  4
3

 r3π

 . الخاصةِ بإيجادِ الحجمِ V إلى صيغةٍ أُخرى لإيجادِ r، وهنا يبرزُ مفهومُ الاقترانِ العكسيِّ

 مثال 5: من الحياة 

فيزياءُ: سقطَ جسمٌ ساكنٌ منَ ارتفاعِ m 200  عنْ سطحِ الأرضِ، فكانَ ارتفاعُهُ h عنِ الأرضِ 
بالأمتــارِ بعدَ t ثانيةً مــنْ ســقوطهِِ h(t) = 200 – 4.9t2. أُعبِّرُ عنْ t بصــورةِ اقترانٍ بدلالةِ 

الارتفاعِ h، ثمَّ أَجِدُ الزمنَ الذي يكونُ فيهِ ارتفاعُ الجسمِ m 50 فقطْ.

إنَّ التعبيرَ عنْ t بدلالةِ h يعني إيجادَ الاقترانِ العكســيِّ للاقترانِ h(t). ولأنَّ الزمنَ t لا يكونُ 
 . سالبًا؛ فإنَّ مجالَ h(t) هوَ t ≥ 0، وفيهِ يكونُ h(t) اقترانَ واحدٍ لواحدٍ، ولهُ اقترانٌ عكسيٌّ

رُ أتذكَّ

مجالُ الاقترانِ العكسيِّ  
f -1(x) هــوَ مــدى 

. f ِالاقتران

إرشادٌ

لا يُستعمَلُ رمزُ الاقترانِ 
العكســيِّ f -1(x) فــي 
المسائلِ العمليةِ، وإنَّما 
يُســتعمَلُ رمــزٌ مثــلُ 
يُعبِّرُ  r = r(V)  الــذي 

عنْ نصفِ القُطْرِ بدلالةِ 
الحجمِ.
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h = 200 – 4.9t2 ِالخطوةُ 1: أكتبُ الاقترانَ بصورة

الخطوةُ 2: أجعلُ t موضوعَ القانونِ.
 h = 200 – 4.9t2المعادلةُ الأصليةُ

h- 200 = - 4.9t2بطرحِ 200 منْ طرفَيِ المعادلةِ

	بقسمةِ طرفَيِ المعادلةِ على 4.9- h - 200
-4.9

 = t2

	بضربِ البسطِ والمقامِ في 1- 200-h
4.9

 = t2

	بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ الموجبِ للطرفيْنِ √ 200-h
4.9

 = t

  t(h) = √ 200-h
4.9

إذنْ، الاقترانُ الذي يُعبِّرُ عنِ الزمنِ بدلالةِ الارتفاعِ هوَ:  

 h = 50 ِبتعويضt(50) = √200-50
4.9

 

5.53 ≈باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

إذنْ، يكونُ الجسمُ على ارتفاعِ m 50 بعدَ مُضِيِّ 5.53 ثوانٍ تقريبًا منْ لحظةِ سقوطِهِ.

  أتحقق من فهمي

يرتبطُ محيطُ الرأسِ C للطفلِ بطولهِِ H)كلا القياسيْنِ بالسنتيمترِ( عنْ طريقِ الاقترانِ:
: H(C) = 2.15C - 26.75

 .H ِبدلالةِ طولِ الطفل C ِأكتبُ اقترانًا يُعبِّرُ عنْ محيطِ الرأس  )a

66 cm ُأَجِدُ محيطَ رأسِ طفلٍ طولُه  )b

أتدرب وأحل المسائل

رًا إجابتي، ثمَّ أكتبُ الاقترانَ العكسيَّ )إنْ وُجِدَ(: دُ الاقترانَ الذي لهُ اقترانٌ عكسيٌّ في كلٍّ ممّا يأتي، مُبرِّ أُحدِّ

1    f = {(2, 6), (-3, 6), (4, 9), (1, 10)}		  2    h = {(0, 0), (1, 1), (2, 16), (3, 81)}

3   

4
5
7
8

7
9

13
15

A
f

B 				    4   

-3
3

-7
6

3

7
6

g
C D

كتلةُ رأسِ الطفلِ حديثِ 
رُبْعَ كتلةِ  الولادةِ تساوي 

جسمِهِ تقريبًا. 
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 )f(x) = 3 ، فأَجِدُ قيمةَ كلٍّ ممّا يأتي: x
2

إذا كانَ (4 +  

5    f(-2)			   6    f(4)		  7    f -1(9)		  8    f -1(18)

أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ لكلٍّ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ:

9    f(x) = x + 7					     10   f(x) = 8x

11   f(x) = x
2

 + 6					     12   f(x) = 3x - 6
5

13   f(x) = 4x3					     14   g(x) = 4 + √6-3x , x ≤ 2

15   g(x) = 8-3x
5x

 , x ≠ 0				    16   j(x) = (x – 2)2 + 4 , x ≥ 2

 أُثبتُِ أنَّ كلًّ منَ الاقترانيْنِ f(x), g(x)  هوَ اقترانٌ عكسيٌّ للآخرِ: 17 

f(x) = (x+3)2 + 2, x ≥ -3, g(x) = -3 + √x - 2 , x ≥ 2

f(x) = x  هوَ اقترانٌ عكسيٌّ لنفسِهِ.
x - 1

 , x ≠ 1 َّأُثبتُِ أن  18 

 �صناعةٌ: إذا كانَ C(x) يُمثِّــلُ التكلفةَ C بالدنانيرِ لإنتاجِ x وحدةً منْ  19 

مصابيحِ الإنارةِ، فماذا يُمثِّلُ المقدارُ C -1(23000)؟

 �أرسمُ منحنى الاقترانِ العكســيِّ للاقترانِ f المجاورِ  20 

في المستوى الإحداثيِّ نفسِهِ، مُعيِّناً المجالَ والمدى 
.f -1َو f ْلكلٍّ من

0 1
-1

-1 2

1

2

3

4

5

6

3 4 5 6

-2

-2 x

y
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 �أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ للاقترانِ: 21 

 f(x) = x2-2x+5 , -3 ≤ x ≤ 1، ثمَّ أُمثِّلُ f(x) وَ f -1(x) بيانيًّا في المستوى الإحداثيِّ نفسِهِ.

)إرشادٌ: أكتبُ  f(x)  بصورةِ 2 + c(x + b) باستعمالِ إكمالِ المربعِ(.

 25 mL 100  مـنْ أحـدِ المحاليـلِ، منهْـا mL ٍكيميـاءُ: فـي دورق�  22 

مـنْ حامـضِ الهيدروكلوريـكِ. إذا أُضيفَ إلى الـدورقِ n mL منْ 
محلـولٍ مُشـابهٍِ، تركيـزُ الحامـضِ فيهِ %60، فـإنَّ تركيـزَ الحامضِ 
 n ْأُعبِّـرُ عـن .C(n) = 25+0.6n

100+n
فـي الـدورقِ يُعطـى بالاقتـرانِ: 

 n ِثـمَّ أَجِـدُ عـددَ الملّيلتـرات ،C ِبصـورةِ اقتـرانٍ بدلالـةِ التركيـز
التـي يجـبُ إضافتُهـا ليصبحَ تركيـزُ الحامـضِ في الـدورقِ 50%

 أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 23 

 تُعطى مِساحةُ السطحِ الكليةُ A للأسطوانةِ التي نصفُ قُطْرِ قاعدتهِا r، وارتفاعُها cm 40 بالاقترانِ: 24 

	�A(r) = 2πr2 + 80 πr. أُعبِّرُ عنْ نصفِ القُطْرِ r بصورةِ اقترانٍ بدلالةِ المِســاحةِ A، ثمَّ أَجِدُ طولَ نصفِ قُطْرِ قاعدةِ 
2000 cm2 ُأسطوانةٍ مِساحةُ سطحِها الكلية

 أَجِدُ الاقترانَ العكسيَّ للاقترانِ  f(x)= ∛x، ثمَّ أُمثِّلُ f(x) , f -1(x)  بيانيًّا في المستوى الإحداثيِّ نفسِهِ. 25 

مهارات التفكير العليا

، وكانَ لهُ صفــرٌ عندما x = 4، فما الذي يُمكِنُ اســتنتاجُهُ عنْ منحنى   تبريــرٌ: إذا كانَ للاقترانِ f(x) اقترانٌ عكســيٌّ 26 

f -1(x)؟

 مسألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ قاعدةَ اقترانِ واحدٍ لواحدٍ والاقترانَ العكسيَّ لهُ، ثمَّ أُثبتُِ أنَّ كلًّ منهُْما اقترانٌ عكسيٌّ للآخرِ. 27 

.(f◦g)(x) = g-1(34) :َفأَحُلُّ المعادلة ،x > 0 َو ،g(x) = 5x -1 َو ،f(x) = x2 + 3 َإذا كان :  تحدٍّ 28 
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الدرسُ

5
المتتالياتُ
Sequences

يةٍ.  استنتاجُ قاعدةِ الحدِّ العامِّ لمتتالياتٍ تربيعيةٍ، وتكعيبيةٍ، وأُسِّ فكرةُ الدرسِ � 
. ، الحدُّ العامُّ  المتتاليةُ، الحدُّ المصطلحاتُ � 

رِ ورقةِ نباتِ السرخسِ:  يُمثِّلُ النمطُ الآتي مراحلَ تطوُّ مسألةُ اليومِ � 

  المرحلةُ )1(.    المرحلةُ )2(.    المرحلةُ )3(.  المرحلةُ )4(. 			 
أستعملُ النمطَ لأكُمِلَ الجدولَ الآتيَ: 			 

المرحلة654321ُ

عددُ الأضلاع19248123ِ 			 

أَجِدُ الحدودَ الثلاثةَ التاليةَ لكلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي:
1   2  ,  5  ,  8  ,  11  , ...

يْنِ متتالييْنِ، أَجِدُ أنَّ كلَّ حدٍّ يزيدُ على الحدِّ السابقِ بمقدارِ 3، إذنْ تتزايدُ المتتاليةُ  بطرحِ أيِّ حدَّ
بمقدارِ 3، والحدودُ الثلاثةُ التاليةُ هيَ:

2  ,  5  ,  8  ,  11  ,  14  ,  17  ,  20  , ...

مثال 1

+3 +3 +3 +3 +3 +3

.)term(  المتتاليةُ: هيَ مجموعةٌ منَ الأعدادِ تَتْبَعُ ترتيبًا مُعيَّناً، ويُسمّى كلُّ عددٍ فيها الحدَّ

مراجعةُ مفهومٍ

رُ أتذكَّ

قدْ تنتــجُ المتتاليــةُ منْ 
جمــعِ )أوْ طــرحِ( عددٍ 
ثابــتٍ لحدودِها، أوْ منْ 
ضــربِ حدودِهــا في 
عددٍ ثابــتٍ، أوْ منْ كلتا 

العمليتيْنِ معًا.

تُعَدُّ المتتاليةُ (sequence) اقترانًا مجالُهُ مجموعةُ الأعدادِ الطبيعيةِ، أوْ مجموعةٌ جزئيةٌ منهْا، 
ومداهُ مجموعةٌ جزئيةٌ منْ مجموعةِ الأعدادِ الحقيقيةِ.
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2   3  ,  6  ,  12  ,  24  , ...

يْنِ متتالييْنِ، أَجِدُ أنَّ الحصولَ على أيِّ حدٍّ يكونُ بضربِ الحدِّ السابقِ لهُ في 2،  بقســمةِ أيِّ حدَّ
إذنْ تتضاعفُ المتتاليةُ بمقدارِ 2، والحدودُ الثلاثةُ التاليةُ هيَ:

3  ,  6  ,  12  ,  24  ,  48  ,  96  ,  192  , ...

3   80  ,  73  ,  66  ,  59  , ...

يْنِ متتالييْنِ، أَجِدُ أنَّ كلَّ حدٍّ ينقصُ عنِ الحدِّ الســابقِ بمقــدارِ 7، إذنْ تتناقصُ  بطــرحِ أيِّ حدَّ
المتتاليةُ بمقدارِ 7، والحدودُ الثلاثةُ التاليةُ هيَ:

80  ,  73  ,  66  ,  59  ,  52  ,  45  ,  38  , ...

4   1
3

  ,  1
9

  ,  1
27

  ,  1
81

  , ...

1 مضروبًا في الحدِّ السابقِ لهُ، إذنْ تتضاءلُ 
3

يْنِ متتالييْنِ، أَجِدُ أنَّ كلَّ حدٍّ يساوي  بقسمةِ أيِّ حدَّ
1 ، والحدودُ الثلاثةُ التاليةُ هيَ:

3
المتتاليةُ بمقدارِ 

1
3

  ,  1
9

  ,  1
27

  ,  1
81

  ,  1
243

  ,  1
729

  ,  1
2187

  , ...

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ الحدودَ الثلاثةَ التاليةَ لكلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي:

a)  5
2

 , 7
2

 , 9
2

 , 11
2

 , ...		  b)  5 , 10 , 20 , 40 , ...

c)  150 , 141 , 132 , 123 , ...		  d)  400, 200, 100, 50, ...

×2 ×2 ×2 ×2 ×2 ×2

-7 -7 -7 -7 -7 -7

× 1
3

× 1
3

× 1
3

× 1
3

× 1
3

× 1
3

رُ أتذكَّ

يُمكـِـنُ التعبيــرُ عــنِ 
المتتاليةِ:

1
3

 , 
1
9

 , 
1

27
 , 

1
81

 , ...

في صورةِ:
1
3

 = ( 
1
3

 )1

1
9

 = ( 
1
3

 )2

1
27

 = ( 
1
3

 )3

 
1

81
 = ( 

1
3

 )4
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تعلَّمْتُ في صفوفٍ ســابقةٍ الحدَّ العامَّ )nth term( لمتتاليةٍ، الــذي يُمثِّلُ العلاقةَ بينَ أيِّ حدٍّ 
لُ الحدُّ العامُّ إيجادَ أيِّ حدٍّ في المتتاليةِ باســتعمالِ  ورُتبتهِِ )n(، ويُرمَزُ إليْهِ بالرمزِ T(n). يُســهِّ
ها العامِّ  رُتبتهِِ، مثلِ الحدِّ الذي رُتبتُهُ خمســونَ مثلً. ويُمكِنُ تصنيفُ المتتاليةِ اعتمادًا على حدِّ

يةٍ، وغيرِ ذلكَ. إلى خطِّيةٍ، وتربيعيةٍ، وتكعيبيةٍ، وأُسِّ

ا لها أمْ لا، ثمَّ أُصنِّفُ  ا عامًّ أُبيِّنُ إذا كانَ المقدارُ الجبريُّ المُعطى بجانبِ كلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي يُمثِّلُ حدًّ
يةٍ، ثمَّ أَجِدُ الحدَّ الخامسَ والسبعينَ في كلٍّ منْها: المتتالياتِ إلى خطِّيةٍ، أوْ تربيعيةٍ، أوْ تكعيبيةٍ، أوْ أُسِّ
1   4 , 7 , 10 , 13 , ... , 3n + 1

: دِ أنَّها تنتجُ منَ الحدِّ العامِّ ضُ رُتبَ بعضِ الحدودِ في المقدارِ الجبريِّ المُعطى للتأكُّ أُعوِّ
				رُتبةُ الحدِّ      الحدُّ         

n = 1	 × 3 	   3	 + 1   4

n = 2	 × 3 	   6	 + 1   7

n = 3	 × 3 	   9	 + 1   10

n = 4	 × 3 	  12	 + 1   13

. إذنْ، المقدارُ الجبريُّ المُعطى يُمثِّلُ الحدَّ العامَّ للمتتاليةِ، وهيَ خطِّيةٌ؛ لأنَّ الحدَّ العامَّ خطِّيٌّ
: ضُ n = 75 في قاعدةِ الحدِّ العامِّ لإيجادِ الحدِّ الخامسِ والسبعينَ، أُعوِّ

3(75) + 1 = 226

2   4 , 7 , 12 , 19 , ... , n2 + 3

: دِ أنَّ الحدودَ تنتجُ منَ الحدِّ العامِّ ضُ للتأكُّ أُعوِّ
				رُتبةُ الحدِّ              الحدُّ

n = 1	 (1)2 	   1	 + 3   4

n = 2	 (2)2 	   4	 + 3   7

n = 3	 (3)2 	   9	 + 3   12

n = 4	 (4)2 	  16	 + 3   19

مثال 2

رُ أتذكَّ

رُتــبُ الحــدودِ هــيَ 
أعدادٌ صحيحــةٌ موجبةٌ 
ضُها في الحدِّ العامِّ  أُعوِّ
للمتتاليةِ لتنتجَ حدودُها.
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. إذنْ، المقدارُ الجبريُّ المُعطى يُمثِّلُ الحدَّ العامَّ للمتتاليةِ، وهيَ تربيعيةٌ؛ لأنَّ الحدَّ العامَّ تربيعيٌّ
ضُ n = 75 في الحدِّ العامِّ لإيجادِ الحدِّ الخامسِ والسبعينَ: أُعوِّ

(75)2 + 3 = 5628

3   2 , 9 , 28 , 65 , ... , n3 + 1

: دِ أنَّ جميعَ الحدودِ تنتجُ منَ الحدِّ العامِّ ضُ للتأكُّ أُعوِّ

				رُتبةُ الحدِّ      الحدُّ      
n = 1	 (1)3 	   1	 + 1   2

n = 2	 (2)3 	   8	 + 1   9

n = 3	 (3)3 	  27	 + 1   28

n = 4	 (4)3 	  64	 + 1   65

إذنْ، المقــدارُ الجبــريُّ المُعطى يُمثِّلُ الحدَّ العــامَّ للمتتاليةِ، وهيَ تكعيبيــةٌ؛ لأنَّ الحدَّ العامَّ 
ضُ n = 75 في الحدِّ العامِّ لإيجادِ الحدِّ الخامسِ والسبعينَ: . أُعوِّ تكعيبيٌّ

(75)3 + 1 = 421876

4   2 , 4 , 8 , 16 , ... , 2n

: دِ أنَّ جميعَ الحدودِ تنتجُ منَ الحدِّ العامِّ ضُ للتأكُّ أُعوِّ

		رُتبةُ الحدِّ         الحدُّ

n = 1	 (2)1   2

n = 2	 (2)2   4

n = 3	 (2)3   8

n = 4	 (2)4   16

. يٌّ يةٌ؛ لأنَّ الحدَّ العامَّ أُسِّ إذنْ، المقدارُ الجبريُّ المُعطى يُمثِّلُ الحدَّ العامَّ للمتتاليةِ، وهيَ أُسِّ
ضُ n = 75 في الحدِّ العامِّ لإيجادِ الحدِّ الخامسِ والسبعينَ: أُعوِّ
(2)75 = 3.777893186 × 1022

رُ أتذكَّ

الصورةُ العلميةُ لعددٍ ما 
هيَ كتابتُهُ في صورةِ: 

A×10n ،  حيثُ: 

، 1≤ A <10 

n : عددٌ صحيحٌ، علمًا 
بأنَّ الحدَّ الخامسَ 

والسبعينَ كُتبَِ بالصورةِ 
العلميةِ.
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يةِ بملاحظةِ العلاقةِ بينَ الحدودِ  يُمكِنُ إيجادُ الحدِّ العامِّ للمتتالياتِ التربيعيةِ والتكعيبيةِ والأسُِّ
ورُتبهِا. 

أَجِدُ الحدَّ العامَّ لكلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي:
1   5 , 12 , 19 , 26 , 33 , ...

أُلاحِظُ أنَّ حدودَ المتتاليةِ تتزايدُ بمقدارِ 7:
5  ,  12  ,  19  ,  26  ,  33  , ...

يُمكِنُ مبدئيًّــا التعبيرُ عنِ المتتاليةِ بالحدِّ 7n؛ لأنَّ تزايدَ حــدودِ المتتاليةِ بمقدارِ 7 في كلِّ مرّةٍ 
رُنــي بحقائقِ ضربِ العددِ 7، ولكنْ عندَ تعويضِ n = 1 ينتجُ العددُ 7، وهوَ أكبرُ منَ الحدِّ  يُذكِّ

.T(n) = 7n - 2 : الأولِ بـِ 2؛ لذا أطرحُ العددَ 2 منْ 7n ، وبذلكَ يصبحُ الحدُّ العامُّ

2   5 , 8 , 13 , 20 , 29 , ...

يْنِ متتالييْنِ غيرُ ثابتٍ. إذنْ، المتتاليةُ غيرُ ناتجةٍ منْ جمعِ )أوْ طرحِ(  أُلاحِظُ أنَّ الفرقَ بينَ كلِّ حدَّ
عددٍ ثابتٍ لحدودِها. أُلاحِظُ أيضًا أنَّ المتتاليةَ غيرُ ناتجةٍ منْ ضربِ حدودِها في عددٍ ثابتٍ.

  : رُ المتتاليةَ عنْ طريقِ تربيعِ رُتبةِ كلِّ حدٍّ أُفسِّ

			   1	 4	 9	 16	 25 …  n2

			   5	 8	 13	 20	 29 …   ?

عِ رُتبةِ الحدِّ  تنتجُ المتتاليةُ  هُ إذا أُضيفَ 4 إلى مُربَّ ، أُلاحِظُ أنَّ بالنظــرِ إلى ناتجِ تربيعِ رُتبةِ كلِّ حدٍّ
 T(n)= n2 + 4 :َالمطلوبةُ. وبذلكَ، فإنَّ الحدَّ العامَّ هو

مثال 3

+7 +7 +7 +7

إرشادٌ

يُمكـِـنُ فهــمُ المتتاليةِ 
بصورةٍ أفضــلَ بتحليلِ 
حدودِها إلــى العواملِ 

الأوليةِ.

  أتحقق من فهمي

ا لها أمْ لا،  ا عامًّ أُبيِّـنُ إذا كانَ المقـدارُ الجبـريُّ المُعطـى بجانبِ كلِّ متتاليـةٍ ممّا يأتي يُمثِّلُ حـدًّ
ـيةٍ، ثـمَّ أَجِدُ الحـدَّ الخامسَ  ثـمَّ أُصنِّـفُ المتتاليـاتِ إلى خطِّيـةٍ، أوْ تربيعيـةٍ، أوْ تكعيبيةٍ، أوْ أُسِّ

والسـبعينَ في كلٍّ منْها:
a)  1 , 3 , 5 , 7, ... , 2n-1			   b)  0 , 3 , 8 , 15 , ... , n2 - 1

c)  1.5 , 8.5 , 27.5 , 64.5 , ... , n3 + 0.5	 d)  1
2

 , 1
4

 , 1
8

 , 1
16

 , ..., 2-n
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3   0 , 7 , 26 , 63 , 124 , ...

يْنِ متتالييْنِ غيرُ ثابتٍ. أُلاحِظُ أنَّ الفرقَ بينَ كلِّ حدَّ
إذنْ، المتتاليةُ غيرُ ناتجةٍ منْ جمعِ )أوْ طرحِ( عددٍ ثابتٍ لحدودِها.

أُلاحِظُ أيضًا أنَّ المتتاليةَ غيرُ ناتجةٍ منْ ضربِ حدودِها في عددٍ ثابتٍ، وأنَّها غيرُ ناتجةٍ منْ تربيعِ 
. كلِّ حدٍّ

:n3 ٍّرُ المتتاليةَ عنْ طريقِ تكعيبِ رُتبةِ كلِّ حد أُفسِّ
			   1	 8	 27	 64	 125 …  n3

			   0	 7	 26	 63	 124 …   ?

هُ عندَ طرحِ 1 منْ مكعبِ رُتبةِ كلِّ حدٍّ تنتجُ المتتاليةُ المطلوبةُ. أُلاحِظُ أنَّ

T(n) = n3 - 1 :َوبذلكَ، فإنَّ الحدَّ العامَّ هو

4   11 , 12.1 , 13.31 , 14.641 , ...

 : أُلاحِظُ أنَّ حدودَ المتتاليةِ تتضاعفُ بنسبةٍ ثابتةٍ؛ لأنَّ
12.1

11
 = 1.1    13.31

12.1
 = 1.1    14.641

13.31
 = 1.1

هُ عندَ ضربِ كلِّ حدٍّ في 1.1 ينتجُ الحدُّ التالي.  منْ هذا التناسبِ بينَ الحدودِ المتتاليةِ، أستنتجُ أنَّ
وبذلكَ، فإنَّ الحدَّ العامَّ هوَ: a × (1.1)n ، حيثُ a عددٌ ثابتٌ )لماذا؟(.

ضُ بالحدِّ العامِّ n = 1 ، وبمساواتهِِ معَ الحدِّ الأولِ في المتتاليةِ ينتجُ: لحسابِ a ، أُعوِّ
a(1.1)1 = 11

a = 11
1.1

 = 10

T(n) = 10 × (1.1)n :َإذنْ، الحدُّ العامُّ هو

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ الحدَّ العامَّ لكلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي:

a)  8 , 15 , 22 , 29 , 36 , ...		  b)  4 , 7 , 12 , 19 , 28 , ...

c)  -1, 6, 25, 62, 123, ...		  d)  0.2, 0.02, 0.002, 0.0002, ...

رُ أتذكَّ

الصيغةُ العامةُ للاقترانِ 
 ، y = a(b)x  : يِّ الأسُِّ

حيثُ:
a, b : عددانِ حقيقيانِ. 

a ≠ 0, b ≠ 1 , b>0

تُســتخدَمُ المتتالياتُ في العديدِ منَ التطبيقاتِ الحياتيةِ، مثلِ: التطبيقاتِ العلميةِ، والهندسيةِ، 
والتجاريةِ.
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 مثال 4: من الحياة 

دةٌ: يزدادُ عددُ المنازلِ التي تعتمدُ على الطاقةِ الشمســيةِ في توليدِ الكهرباءِ بإحدى  طاقةٌ مُتجدِّ
المدنِ عامًا تلوَ الآخرِ كما يظهرُ في الجدولِ الآتي:

العام54321ُ

عددُ المنازل1372098007000ِ

 أَجِدُ الحدَّ العامَّ للمتتاليةِ التي تُمثِّلُ عددَ المنازلِ.  1

 : أُلاحِظُ أنَّ حدودَ المتتاليةِ تتضاعفُ بنسبةٍ ثابتةٍ؛ لأنَّ
9800
7000

 = 1.4    13720
9800

 = 1.4

إذنْ، الحدُّ العامُّ هوَ: T(n) = a × (1.4)n ، حيثُ a عددٌ ثابتٌ.
ضُ بالحدِّ العامِّ n = 1، وبمساواتهِِ معَ الحدِّ الأولِ في المتتاليةِ ينتجُ: لحسابِ a ، أُعوِّ

a(1.4)1 = 7000

a = 7000
1.4

 = 5000

.T(n) = 5000 × (1.4)n :َإذنْ، الحدُّ العامُّ هو

 �أَجِدُ عددَ المنازلِ التي تعتمدُ على الطاقةِ الشمسيةِ في توليدِ الكهرباءِ في العاميْنِ: الرابعِ،  2

والخامسِ.
: ضُ القيمتيْنِ: n = 4، وَ n = 5 في الحدِّ العامِّ أُعوِّ

T(4) = 5000 × (1.4)4 = 19208بتعويضِ n = 4 في الحدِّ العامِّ

T(5) = 5000 × (1.4)5 = 26891.2بتعويضِ n = 5 في الحدِّ العامِّ

26891 ≈بالتقريبِ إلى أقربِ عددٍ صحيحٍ

  أتحقق من فهمي

ا كما يظهرُ في الجدولِ الآتي: يتزايدُ سعرُ مُنتَجٍ سنويًّ

عددُ السنوات54321ِ

السعر33.7522.515ُ

 أَجِدُ الحدَّ العامَّ للمتتاليةِ التي تُمثِّلُ السعرَ السنويَّ للمُنتَجِ. )a

 أملُأ الفراغَ بما هوَ مناسبٌ في الجدولِ. )b

دةُ الطاقةُ المُتجدِّ

ــقَ الأردنُّ إنجــازاتٍ  حقَّ
كبيــرةً في مجــالِ الطاقةِ 
دةِ؛ إذْ بلغَتْ نسبةُ  المُتجدِّ
دةِ  مساهمةِ الطاقةِ المُتجدِّ
%13 منَ الطاقةِ الكهربائيةِ 

دةِ في المملكةِ نهايةَ  المُولَّ
عــامِ 2019م، مقارنــةً بـِ 

%1 عامَ 2014م.

تظهرُ المتتالياتُ أيضًا في كثيرٍ منَ الأنماطِ الهندسيةِ.
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في ما يأتي نمطٌ هندسيٌّ يُمثِّلُ عددُ المُربَّعاتِ في نماذجِهِ متتاليةً. أَجِدُ الحدَّ العامَّ لهذهِ المتتاليةِ.

  النموذجُ )1(.  النموذجُ )2(.     النموذجُ )3(.     النموذجُ )4(.

لُ المتتاليةَ الآتيةَ: ... ,20 ,12 ,6 ,2 بالنظرِ إلى النمطِ، أُلاحِظُ أنَّ عددَ المُربَّعاتِ يُشكِّ
بالنظرِ إلى الحدودِ الأولى منَ المتتاليةِ، أُلاحِظُ أنَّ كلَّ حدٍّ فيها يساوي حاصلَ ضربِ رُتبتهِِ في 

رُتبةِ الحدِّ الذي يليهِ:
2  ,  6  ,  12  ,  20  ,  ...

 T(n) = n(n + 1) = n2 + n :َإذنْ، الحدُّ العامُّ هو

  أتحقق من فهمي

في ما يأتي نمطٌ هندسيٌّ يُمثِّلُ عددُ الدوائرِ في نماذجِهِ متتاليةً. أَجِدُ الحدَّ العامَّ لهذهِ المتتاليةِ.

10631

مثال 5

1×2 2×3 3×4 4×5

أبحثُ

تُسمّى الأعدادُ 10 ,6 ,3 ,1 

أعدادًا مثلثيةً. لماذا؟

أتدرب وأحل المسائل

أَجِدُ الحدودَ الثلاثةَ التاليةَ للمتتالياتِ الآتيةِ:

1    6 , 11 , 16 , 21 , ...		  2    -1 , 6 , 13 , 20 , ...	 3    3
2

 , 5
2

 , 7
2

 , 9
2

 , ...

4    -8 , -7 , -6 , -5 , ...		 5    -2 , 1 , 6 , 13 , ...		 6    4 , 16 , 36 , 64 , ...

7    7 , 14 , 33 , 70 , ...		  8    -11 , -4 , 15 , 52 , ...	 9    5 , 40 , 135 , 320 , ...

10   3 , 9 , 27 , 81 , ...		  11  
1
6

 , 1
36

 , 
1

216 , 1
1296

 , ...	 12   2.6 , 3.38 , 4.394 , 5.7122 , ...
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يةٍ: ها العامُّ في ما يأتي، ثمَّ أُصنِّفُها إلى متتاليةٍ خطِّيةٍ، أوْ تربيعيةٍ، أوْ تكعيبيةٍ، أوْ أُسِّ أَجِدُ أولَ خمسةِ حدودٍ لكلِّ متتاليةٍ مُعطى حدُّ

13   n + 3				    14   3n - 1				    15   4n + 5

16   n2 - 1				    17   n2 + 2				    18   200 - n2

19   n3 + 1				    20  
n3

2
					    21   3n3 - 1

22   6n				    23   8 × 2n				    24   5 × 3n

أَجِدُ الحدَّ العامَّ لكلِّ متتاليةٍ ممّا يأتي:

25   21, 24, 27, 30, 33, ...		  26   1, 9, 17, 25, 33, ...		  27   10, 13, 18, 25, 34, ...

28   - 5
2

 , -1 , 3
2

 , 5 , 19
2

 , ...	 29   6, 13, 32, 69, 130, ...		  30   1, 15, 53, 127, 249, ...

31   3, 6, 12, 24, 48, ...		  32   120, 60, 30, 15, ...		  33   80, 100, 125, ...

: يُمثِّلُ الجدولُ الآتي نظامَ المعادلاتِ الذي تستعملُهُ إحدى الشركاتِ لإيجادِ تكلفةِ نقلِ n وحدةً بالدينارِ الأردنيِّ

n ُالتكلفةُ بالدينارِ الأردنيِّقيمة

n ≤ 5c = 40n + 50

6 ≤ n ≤ 10c = 40n + 25

n ≥ 11c = 40n

 أَجِدُ تكلفةَ نقلِ 7 وحداتٍ. 34 

 أَجِدُ تكلفةَ نقلِ 15 وحدةً. 35 

 أَجِدُ عددَ الوحداتِ التي نقلتْها الشركةُ لقاءَ مبلغِ 170 دينارًا. 36 

، بغَِضِّ النظرِ عنْ عددِها.   �تســتعملُ شركةٌ منافســةٌ المعادلةَ: c = 50 n لإيجادِ تكلفةِ نقلِ الوحداتِ بالدينارِ الأردنيِّ 37 

أَجِدُ عددَ الوحداتِ التي تتساوى فيها التكلفةُ في الشركتيْنِ.



51

الوحدةُ 5

أَجِدُ الحدَّ العامَّ لكلٍّ منَ الأنماطِ الهندسيةِ الآتيةِ:

38   						      39   	

739171

  	
951

40   						      41   	

13 4041 		
1063

مهارات التفكير العليا

: إذا كانَ الحدُّ العامُّ للمتتاليةِ: ... ,70 ,48 ,30 ,16 ,6 هوَ: T(n) = an + bn2 ، حيثُ a, b عددانِ حقيقيانِ،   تحــدٍّ 42 

.a, b َفأَجِدُ قيم

: أَجِدُ أولَ ثلاثةِ حدودٍ لمتتاليةٍ خطِّيةٍ، مجموعُها 12، وحاصلُ ضربهِا 28  تحدٍّ 43 

 مســألةٌ مفتوحةٌ: أَجِدُ أربعَ متتالياتٍ تبدأُ بـِ 1، بحيثُ تكونُ الأولى خطِّيــةً، والثانيةُ تربيعيةً، والثالثةُ تكعيبيةً، والرابعةُ  44 

يةً. أُسِّ

دُ المتتاليةَ المختلفةَ عنْ غيرِها في ما يأتي: ها لا ينتمي: أُحدِّ  أيُّ 45 

1  ,  4  ,  9  ,  …
      

2  ,  8  ,  18  ,  …

2  ,  16  ,  54  ,  …
      

4  ,  7  ,  12  ,  …
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اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

أَضعُ دائرةً حولَ رمزِ الإجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

T( للمتتاليةِ:…,54 ,18 ,6 ,2 هوَ:
n
الحدُّ العامُّ ) 	  1 

a)  T
n
 = 2 × 3n		  b)  T

n
 = 2 × 3n-1

c)  T
n
 = 6 × 3n		  d)  T

n
 = 6 × 3n-1

 إذا كانَ f(x) = 3x2 + 5x +7 ، فإنَّ قيمةَ f(-2) هيَ: 2 

a)  -22			   b)  -15

c)  9	 			   d)  29

 ،f(x)=2x3-4x2+6, g(x)=5x2-7x +4  �إذا كانَ  3 

فإنَّ ناتجَ f(x) – g(x) هوَ:
a)  2x3 – 9x2 + 7x +2

b)  2x3 + x2 +7x + 10

c)  -3x3 + 3x2 +13x -4

d)  -3x3 - 4x2 +7x -2 

 h(x)َكثيرَ حدودٍ منَ الدرجةِ السادسةِ، و g(x) َإذا كان�  4 

كثيــرَ حدودٍ منَ الدرجةِ الثانيةِ، فإنَّ درجةَ ناتجِ قســمةِ 
g(x) على h(x) هيَ:

 الثالثةُ. )b 			   الأولى. )a

 الثامنةُ. )d 			   الرابعةُ. )c

 �إذا كانَ f(x) = 3x -5 , h(x) = x2 - 2 ، فــإنَّ قيمةَ   5 

(3)( g◦f) هيَ:

a)  4	 			   b)  7

c)  14				    d)  16

 إذا كانَ f(x) = 8 - 2x ، فإنَّ قيمةَ f -1(4) هيَ: 6 

a)  0      b)-6      c)  -2      d)  2

 r(x) = x
x2 - 3x - 4

 �خطُّ التقاربِ الأفقيِّ للاقترانِ 7 +  7 

هوَ:
a)  y = 0			   b)  y = 7

c)  y = 4			   d)  y = -1

 الحدُّ العاشرُ في المتتاليةِ … ,20 ,12 ,6 ,2 ,0 هوَ: 8 

a)  90				    b)  95

c)  97				    d)  99

f(x) = x - 3 هوَ:
x2 - 3x - 10

 مجالُ الاقترانِ  9 

a)  {x | x ≠ -2, x ≠ 3, x ≠ 5}

b)  {x | x ≠ -5, x ≠ 2}

c)  {x | x ≠ 5}

d)  {x | x ≠ -2, x ≠ 5}

 ،f(x)=2x2-4x+1, g(x)=6x3-7x+ 3  �إذا كانَ  10 

x2f(x) + g(x) ُفأَجِد

 ،h(x) = 3x2 -4x, j(x) = 4x3 +2x +5 َإذا كان�  11 

h(x) . j(x) ُفأَجِد

(2x + 3) على (8x3 + 12x -5) ُأَقْسِم  12 

 �أَجِدُ خطوطَ التقاربِ لمنحنى الاقترانِ  13 

دًا مجالَهُ، ومداهُ. f(x) = 4، ثمَّ أُمثِّلُهُ بيانيًّا، مُحدِّ
2-x
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اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

يوجدُ في قاعةِ طعامِ إحدى المدارسِ طاولاتٌ على شــكلِ 
شبهِ منحرفٍ. وكلُّ طاولةٍ تتَّسِعُ لخمسةِ طلبةٍ كما في الشكلِّ 

الآتي:

لاحظَ مُشرِفُ القاعةِ أنَّ عددَ الطلبةِ يتغيَّرُ تبعًا لعددِ الطاولاتِ 
المُلاصِقِ بعضُها لبعضٍ كما في الشكلِ الآتي:

321

 أملُأ الفراغَ بما هوَ مناسبٌ في الجدولِ الآتي: 14 

12345عددُ الطاولاتِ المُتلاصِقةِ

5811عددُ الطلبةِ

.  أَجِدُ الحدَّ العامَّ 15 

 �ما عددُ الطلبةِ الذينَ يُمكِنهُُمُ الجلوسُ حولَ  13طاولةً  16 

مُتلاصِقةً؟
 �تنوي إدارةُ المدرســةِ عملَ حفلٍ لـــِ 200 طالبٍ. كمْ  17 

طاولةً مُتلاصِقةً تَلزمُ لذلكَ؟

 ، f(x) = 4x -3, g(x) = 1
x + 1

 +2, x ≠ -1 َإذا كان
فأَجِدُ:

18    g-1(x)			   19    (f◦f )(x)

20    (g◦f )(x)

 ، f(x) = √4-x  ِأَجِدُ الاقترانَ العكســيَّ للاقتــران�  21 

.f -1(x) َو ،f(x) :ْدًا المجالَ والمدى لكلٍّ من مُحدِّ

لُهُ 3500 علبةِ عصيرٍ أسبوعيًّا،   �يبيعُ محلُّ عصائرَ ما مُعدَّ 22 

ســعرُ الواحدةِ منهْا 0.75 قرشًا. وجدَ صاحبُ المحلِّ 
أنَّ مبيعاتهِِ ســتقلُّ 100 علبةٍ مُقابـِـلَ كلِّ زيادةٍ مقدارُها 
0.05 دينارٍ على سعرِ العلبةِ. أكتبُ اقترانًا يُمثِّلُ الدخْلَ 

ةً،  الأسبوعيَّ للمحلِّ إذا طُبِّقَتِ الزيادةُ على السعرِ x مرَّ
. قُ للمحلِّ أعلى دخْلٍ أسبوعيٍّ ثمَّ أَجِدُ السعرَ الذي يُحقِّ

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

بُعْداها  �في بيــتِ خضــرٍ بركــةُ ســباحةٍ مســتطيلةٌ،  23 

ا منتظمًا بحيثُ  m, 8 m 13، وقدْ أرادَ أنْ يُحيطَ بها ممرًّ

تصبحُ المِساحةُ الإجماليةُ لســطحِ البركةِ والممرِّ معًا 
؟ m2 176، ما عرضُ الممرِّ

بَتْ فدوى بطاقاتٍ حمراءَ وزرقاءَ كما في الشكليْنِ الآتيينِ: رتَّ

الشكلُ )1(.الشكلُ )2(.

 �إذا اســتمرَّ هذا النمطُ، فما عددُ البطاقاتِ الحمراءِ في  24 

الشكلِ n؟

 �ما عددُ البطاقاتِ الزرقاءِ فيهِ؟ 25 

 �اســتعملَتْ فدوى 64 بطاقةً لتكوينِ أحدِ أشــكالِ هذا  26 

النمطِ. كمْ عــددُ كلٍّ منَ البطاقاتِ الحمــراءِ والزرقاءِ 
المُستعمَلةِ؟
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6
المشتقاتُ
Derivatives 
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

. ، والقاطعِ، ونقطةِ التماسِّ ✔ �تعريفَ المماسِّ

✔ �حسابَ ميلِ المستقيمِ.

✔ معادلةَ الخطِّ المستقيمِ.

✔ �منحنى المســافةِ- الزمنِ، ومنحنى الســرعةِ- 
الزمنِ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأَتعلَّ

. ◂  تقديرَ ميلِ المنحنى عنْ طريقِ رسمِ المماسِّ

◂  إيجادَ المشتقةِ الأولى لكثيراتِ الحدودِ.

◂  �إيجــادَ القيــمِ العظمــى والصغــرى لكثيراتِ 
الحدودِ.

◂  حلَّ مسائلَ حياتيةٍ عنِ القيمِ العظمى والصغرى.

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

يُستعمَلُ الاشــتقاقُ لإيجادِ الميلِ عندَ أيِّ 
لُ الحســاباتِ  نقطةٍ على المنحنى؛ ما يُســهِّ

في كثيرٍ منَ التطبيقــاتِ العلميةِ والحياتيةِ التي 
يُمكِنُ نمذجتُها باســتعمالِ الاقتراناتِ. ومنْ 

ذلكَ، حســابُ سرعةِ سيّارةٍ عندَ لحظةٍ ما، 
وحســابُ أعلى ارتفاعٍ تبلغُهُ كرةٌ عندَ 

ركلِها إلى الأعلى.
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عملُ صندوقٍ حجمُهُ أكبرُ ما يمُكِنُ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ: 

 �أقصُّ أربعةَ مُربَّعاتٍ متساويةٍ. 1

 �أُطبقُِ الأطرافَ بعضَها على بعضٍ، فينتجُ صندوقٌ على شــكلِ متوازي  2

مستطيلاتٍ، مفتوحٌ منَ الأعلى.

 �أحسبُ حجمَ الصندوقِ، بقياسِ كلٍّ منَ الطولِ، والعرضِ، 3

والارتفاعِ باستعمالِ المسطرةِ. هلْ يُمكِنُ عملُ صندوقٍ أكبرَ حجمًا باستعمالِ ورقةٍ منَ المقاسِ نفسِهِ؟

عِ المقصوصِ منْ كلِّ زاويةٍ يساوي x، وأكتبُ   �أُعيدُ الخطواتِ السابقةَ، ولكنْ بطريقةٍ جبريةٍ، وافتراضِ أنَّ طولَ ضلعِ المُربَّ 4

.x ِثلاثةَ مقاديرَ جبريةٍ تُمثِّلُ الطولَ والعرضَ والارتفاعَ، ثمَّ أستعملُها لإيجادِ حجمِ الصندوقِ بدلالة

.V(x) ِأكتبُ اقترانًا يمثلُ حجمَ الصندوق  5

 �أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي يكونُ عندَها الحجمُ أكبرَ ما يُمكِنُ. 6

 أُمثِّلُ اقترانَ الحجمِ بيانيًّا باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا. 7

ــقُ منَ النقطةِ التي يكونُ عندَهــا الحجمُ أكبرَ ما يُمكِنُ باســتعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، وذلــكَ بالضغطِ على أيقونةِ   �أتحقَّ 8

 منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ نقرِ المنحنى، فتظهرُ إحداثياتُ نقاطِ القيمِ القصوى على يسارِ الشاشةِ.

عرضُ النتائجِ:

أُعِدُّ معَ أفرادِ مجموعتي عرضًا تقديميًّا أُبيِّنُ فيهِ:

لَ إليْها كلُّ فردٍ في المجموعةِ.   �النتائجَ التي توصَّ 1

 �بعضَ الصعوباتِ التي واجهَتْها المجموعةُ في أثناءِ العملِ بالمشروعِ، وكيفَ تجاوزَتْها. 2

 �مقترحًا لتطبيقٍ حياتيٍّ أوْ علميٍّ تُستعمَلُ فيهِ فكرةُ المشروعِ. 3

 حسابُ أكبرِ حجمٍ ممكنٍ لصندوقٍ باستعمالِ المشتقةِ. فكرةُ المشروعِ � 
 ، ــصٌّ ــطرةٌ، مق ــهِ، مس ــاسِ نفسِ ــنَ المق ــكلِ م ــتطيلتا الش ــوّى مس ــونِ المُق ــنَ الكرت ــانِ م  �ورقت الموادُّ والأدواتُ � 

ــرا. ــةُ جيوجب برمجي

مشروعُ 
الوحدةِ
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يُمكِننُي استعمالُ برمجيةِ جيوجبرا لوصفِ التغيُّرِ في قيمةِ ميلِ المماسِّ منْ نقطةٍ إلى أُخرى على منحنى كثيرِ حدودٍ.

معملُ
برمجيةِ 
جيوجبرا

  نشاطٌ

كةٍ على منحناهُ،  ا عندَ نقطةٍ مُتحرِّ أُمثِّلُ الاقترانَ f(x) = x3 - 6x2 + 9x - 2 بيانيًّا باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، ثمَّ أرسمُ مماسًّ
. واصفًا التغيُّرَ في قيمةِ ميلِ المماسِّ

الخطوةُ 1: أُمثِّلُ منحنى الاقترانِ بيانيًّا باتباعِ الآتي:

 أكتبُ =f(x) في شريطِ الإدخالِ، ثمَّ أكتبُ قاعدةَ الاقترانِ بنقرِ المفاتيحِ الآتيةِ:

كةً A على منحنى الاقترانِ باتباعِ الآتي: دُ نقطةً مُتحرِّ الخطوةُ 2: أُحدِّ

 أكتبُ a = 1 في شريطِ الإدخالِ، ثمَّ أنقرُ زرَّ  .

 أكتبُ A = (a, f(a)) في شريطِ الإدخالِ، ثمَّ أنقرُ زرَّ  .
يُمكِننُي تغييرُ موقعِ النقطةِ A على منحنى الاقترانِ بنقرِها باستمرارٍ، ثمَّ تحريكِها.

استكشافُ ميلِ مماسِّ المنحنى
Exploring The Slope of The Tangent



57

الوحدةُ 6

.A ِا للمنحنى عندَ النقطة الخطوةُ 3: أرسمُ مماسًّ

 أكتبُ Tangent (A, f ) في شريطِ 

الإدخالِ، ثمَّ أنقرُ زرَّ  .

 أُلاحِظُ أنَّ برمجيةَ جيوجبرا تُسمّي 

المماسَّ g بصورةٍ تلقائيةٍ. 

.A ِالخطوةُ 4: أَجِدُ ميلَ المماسِّ عندَ النقطة

 أكتبُ Slope(g) في شريطِ الإدخالِ، 
ثمَّ أنقرُ زرَّ  .

كُ النقطةَ A، مُلاحِظًا التغيُّرَ في قيمةِ  الخطوةُ 5: �أُحرِّ
الميلِ، ثمَّ أُجيبُ عنِ الأسئلةِ الآتيةِ:

 متى يكونُ ميلُ المماسِّ موجبًا؟
 متى يكونُ ميلُ المماسِّ سالبًا؟

 متى يكونُ ميلُ المماسِّ صفرًا؟ 

أتدرب

كةٍ، واصفًا التغيُّرَ  ا لكلٍّ منْها عندَ نقطةٍ مُتحرِّ أُمثِّلُ كلًّ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ بيانيًّا باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، ثمَّ أرسمُ مماسًّ
: في قيمةِ ميلِ المماسِّ

1   f(x) = (x-1)2 + 3 2   h(x) = 3-2x – x2

3   f(x) = x4 –2x3 -4x + 3 4   h(x) = 2
3

 x3 - 5
2

 x2 – 3x + 2
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الدرسُ

11
تقديرُ ميلِ المنحنى

Estimating Slope

 تقديرُ ميلِ المنحنى. فكرةُ الدرسِ � 
.  السرعةُ اللحظيةُ، التسارعُ اللحظيُّ المصطلحاتُ � 

 يُمثِّلُ الشكلُ المجاورُ سرعةَ سيّارةٍ في 30 ثانيةً. مسألةُ اليومِ � 
هلْ يُمكِنُ إيجادُ تسارعِ السيّارةِ عندِ النقاطِ A, B, C؟ •	
عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ موجبًا؟•	
عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ سالبًا؟•	
عندَ أيِّ النقاطِ يكونُ التسارعُ صفرًا؟•	

20

10

10 20 30
x

C

B

A

y

0

(s) ُالزمن

(m
/s

) ُ ة
سرع

ال

تعلَّمْتُ سابقًا كيفيةَ حسابِ ميلِ المستقيمِ، فهلْ يُمكِنُ 
إيجادُ ميلِ منحنى ليسَ مستقيمًا؟ 

إنَّ ميــلَ المنحنى عنــدَ نقطةٍ واقعةٍ عليْهِ يســاوي ميلَ 
المماسِّ عنــدَ تلكَ النقطــةِ؛ لذا، فإنَّ ميــلَ المنحنى 
يختلفُ مــنْ نقطةٍ إلى أُخــرى عليْهِ كما في النشــاطِ 

المذكورِ آنفًا قبلَ الدرسِ.

ا عندَ تلكَ النقطةِ، ثمَّ أَجِدُ ميلَ المماسِّ باستعمالِ  لإيجادِ ميلِ منحنى عندَ نقطةٍ ما، أرسمُ مماسًّ
x)، وذلكَ بالتعويضِ في صيغةِ ميلِ المستقيمِ.

1
, y

1
) , (x

2
, y

2
إحداثياتِ نقطتيْنِ تقعانِ عليْهِ: (

x
2
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1
 = m، حيثُ: 0 ≠ 
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1
)

رُ أُفكِّ

لمــاذا يكــونُ ميــلُ 
المســتقيمِ ثابتًا عندَ أيِّ 

نقطةٍ عليْهِ؟ 

ــا  يُمثِّــلُ المســتقيمُ فــي الشــكلِ المجــاورِ مماسًّ
.A(1, 1) ِعنــدَ النقطــة y = x2 ِلمنحنــى الاقتــران

.A ِأَجِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطة

مثال 1

1

1
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y

x
0

A
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الوحدةُ 6

إرشادٌ

أستعملُ شبكةَ المُربَّعاتِ 

لتمثيلِ المنحنياتِ بيانيًّا 
بدقةٍ. 

دُ نقطتيْنِ على المماسِّ منَ الرسمِ: B(0, -1) وَ C(2, 3)، ثمَّ أحسبُ الميلَ: أُحدِّ

 = mصيغةُ الميلِ
y

2
-y

1

x
2
-x

1

 =بالتعويضِ
3-(-1)

2-0

2 =بالتبسيطِ

إذنْ، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ A هوَ 2

  أتحقق من فهمي

ا لمنحنى  يُمثِّلُ المستقيمُ في الشــكلِ المجاورِ مماسًّ

.A(1, 1) ِعندَ النقطة y = x3 ِالاقتران

.A ِأَجِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطة

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3

4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

A

هُ يُرسَــمُ  إذا لــمْ يكنِ المماسُّ مرســومًا عندَ النقطةِ التي يــرادُ إيجادُ ميلِ المنحنى عندَها، فإنَّ
باستعمالِ المسطرةِ. وبما أنَّ الرسمَ اليدويَّ ليسَ دقيقًا، فإنَّ ميلَ المماسِّ المرسومِ قدْ يختلفُ 

قليلً عنِ القيمةِ الدقيقةِ لميلِ المنحنى، عندئذٍ يكونُ الناتجُ قيمةً تقريبيةً لميلِ المنحنى.

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ y = x3 - 3x2 + 3 عندَ كلِّ نقطةٍ ممّا يأتي: أُقدِّ
.A(3, 3) ُالنقطة  1

ــا للمنحنى عنــدَ النقطةِ   الخطوةُ 1: �أرســمُ مماسًّ
A(3, 3) باستعمالِ المسطرةِ. 

دُ نقطتيـْـنِ علــى الممــاسِّ  الخطوةُ 2: �أُحــدِّ
A(3, 3), C(2, -5)، ثمَّ أَجِدُ الميلَ.

	صيغةُ الميلِ m = 
y

2
-y

1

x
2
-x

1

	بالتعويضِ = -5-3
2 - 3

	بالتبسيطِ = 8

إذنْ، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ A هوَ 8 تقريبًا.

مثال 2

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3

4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

A

مُ أتعلَّ

يكونُ ميلُ المنحنى عندَ 
نقطــةٍ عليْــهِ موجبًا إذا 
صنعَ ممــاسُّ المنحنى 
عندَ تلكَ النقطــةِ زاويةً 
 x حــادةً مــعَ محــورِ 

الموجبِ.
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مُ أتعلَّ

يكــونُ ميــلُ المنحنى 
عندَ نقطةٍ عليْهِ سالبًا إذا 
صنعَ ممــاسُّ المنحنى 
عندَ تلكَ النقطــةِ زاويةً 
 x منفرجــةً معَ محــورِ 

الموجبِ.

رموزٌ رياضيةٌ

يُرمَزُ إلى التغيُّرِ في قيمةِ 
 ∆x ِبالرمز x

رُ أُفكِّ

متى يكونُ ميلُ المنحنى 
صفرًا؟

رُ أتذكَّ

معادلةُ الممــاسِّ المارِّ 
بالنقطةِ (a, b) هيَ:

y - b = m(x-a)

.B(1, 1) ُالنقطة  2

دُ نقطتيْنِ عليْهِ  ا للمنحنى عندَ النقطةِ B، ثمَّ أُحدِّ أرسمُ مماسًّ
B(1, 1), E(0, 3.8)، ثمَّ أَجِدُ الميلَ:

	صيغةُ الميلِ m = 
y

2
-y

1

x
2
-x

1

	بالتعويضِ = 
1-3.8

1-0

2.8- =بالتبسيطِ

إذنْ، ميلُ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ B هوَ 2.8- 

 B(1, 1) ِأكتبُ معادلةَ المماسِّ المارِّ بالنقطة  3

	معادلةُ المماسِّ y - b = m(x-a)

m = -1 َو B(1, 1) ِبتعويضِ النقطة	 y - 1 = -2.8(x-1)

y = 3.8 - 2.8xبالتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ المُمثَّلِ بيانيًّا في الشكلِ المجاورِ  أُقدِّ
.A(-4, 0), B(0,-2) :ِعندَ كلٍّ منَ النقطتيْن

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3

4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

B

1

1

-1
-2
-3

-4

2
3

4
5

-1-2-3-4 2 3 4

y

x
0

هُ لا  فْتُ ســابقًا أنَّ منحنى المســافةِ - الزمنِ يكونُ مســتقيمًا عندَ الحركةِ بسرعةٍ ثابتةٍ، وأنَّ تعرَّ
 v ِفْتُ أيضًا كيفيةَ حسابِ السرعةِ المتوسطة يكونُ مســتقيمًا عندَ الحركةِ بســرعةٍ مُتغيِّرةٍ. تعرَّ
 :∆t ِعلى التغيُّرِ في الزمن ∆d ِكٍ في فترةٍ زمنيةٍ، وذلكَ بقسمةِ التغيُّرِ في المسافة لجسمٍ مُتحرِّ

v
avg

 = v = 
∆d

∆t

بالنظــرِ إلى منحنى المســافةِ - الزمنِ المجاورِ، 
يتبيَّنُ أنَّ الســرعةَ المتوسطةَ للســيّارةِ منَ الثانيةِ 
الثالثةِ إلى الثانيةِ الخامســةِ تســاوي ميلَ القاطعِ 

الذي يمرُّ بالنقطتيْنِ A وَ Bعلى المنحنى.
3.0 5.0

∆t

∆d

B

A

t(s) ُالزمن

d(m)
ميلُ القاطعِ =

السرعةَ المتوسطةَ

المسافةُ
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الوحدةُ 6

مُ معلوماتٍ كافيةً في كثيرٍ منَ المواقفِ، مثلِ تحديدِ سرعةِ سيّارةٍ  لكنَّ الســرعةَ المتوســطةَ لا تُقدِّ
لحظةَ مرورِها أمامَ الرادارِ؛ فتَلزَمُ عندئذٍ السرعةُ اللحظيةُ )velocity( التي يُمكِنُ إيجادُها بتقليصِ 
الفترةِ الزمنيةِ للسرعةِ المتوسطةِ حتى تصبحَ نقطةً )لحظةً( كما في الأشكالِ التاليةِ، فيصبحُ القاطعُ 

ا لهُ عندَ نقطةٍ واحدةٍ. الذي يمرُّ بنقطتيْنِ على المنحنى مماسًّ

الشكلُ (1). الشكلُ (2). الشكلُ (3).

20 4

A
B m = 2

6

2

4

8

10

(1, 1)

20 4

A
B

m = 2.2

6

2

4

8

(1, 1)

(1.2, 1.44)

10

20 4

A

B

m = 3

6

2

4

8

(1, 1)

(2, 4)

10

، فإنَّ السرعةَ اللحظيةَ عندَ لحظةٍ ما  بما أنَّ ميلَ المماسِّ يساوي ميلَ المنحنى عندَ نقطةِ التماسِّ
تساوي ميلَ منحنى المسافةِ- الزمنِ عندَ تلكَ اللحظةِ.

فائدةٌ

تُسمّى المعادلةُ 
d(t) = 4.9t2 قانونَ 

غاليليو نسبةً إلى 
مُكتشِفِها غاليليو غاليلي 

)1642 -1564م(. 
وهيَ تصفُ المسافةَ 

التي يقطعُها جسمٌ في 
أثناءِ سقوطِهِ بصورةٍ 

ةٍ منْ وضعِ السكونِ  حُرَّ
نحوَ سطحِ الأرضِ.

يُمثِّـلُ الاقتـرانُ d(t) = 4.9t2 العلاقـةَ بيـنَ المسـافةِ المقطوعةِ d بالمتـرِ والزمـنِ t بالثانيةِ 
ا منْ وضعِ السـكونِ. أَجِدُ سـرعةَ الكرةِ  )منحنـى المسـافةِ- الزمنِ( لكرةٍ تسـقطُ سـقوطًا حُرًّ

بعـدَ 3 ثوانٍ منْ سـقوطهِا. 

ضُ t = 3 بالاقترانِ لتحديدِ المســافةِ  الخطوةُ 1: �أُعوِّ
المقطوعــةِ بعدَ 3 ثــوانٍ، فتنتــجُ النقطةُ 

. A(3, 44.1) التي تُمثِّلُ نقطةَ التماسِّ

 d(t) = 4.9t2 ِالخطوةُ 2: �أُمثِّــلُ منحنــى الاقتــران
بيانيًّا، ثــمَّ أرســمُ المماسَّ عنــدَ النقطةِ 

.A(3, 44.1)

مثال 3

20 4 6

A
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20

40

80
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  أتحقق من فهمي

يُمثِّلُ الاقترانُ d(t) = t2 + t المسافةَ التي يقطعُها جسمٌ ما، حيثُ d المسافةُ المقطوعةُ بالمترِ، 

رُ السرعةَ اللحظيةَ بعدَ 5 ثوانٍ، و11َ ثانيةً. وَ t الزمنُ بالثانيةِ. أُقدِّ

أتدرب وأحل المسائل

ا لمنحنى  �يُمثِّلُ المستقيمُ في الشكلِ المجاورِ مماسًّ 1 

.P(2.5, 1) ِاقترانٍ عندَ النقطة

.P ِأَجِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطة 	

 في الشكلِ المجاورِ، رُسِمَ مماسّانِ لمنحنى اقترانٍ عندَ النقطتيْنِ 2 

.B(3, 2) َو A(-1, 1.5) 	

.B َو A ْأَجِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ كلٍّ من 	

0

y

x

P

3

2

1

1 2 3 4

0

y

x

–1-2 1

B
A

2 3 4

3

2

1

–1

رُ أُفكِّ

إنَّ حسابَ السرعةِ 
اللحظيةِ برسمِ المماسِّ 

وتحديدِ نقطتيْنِ عليْهِ 
أمرٌ صعبٌ، فهلْ توجدُ 

طريقةٌ أسهلُ وأدقُّ 
لحسابِ الميلِ؟ 

دُ نقطتيْنِ على المماسِّ A(3, 44.1) وَB(2, 16)، ثمَّ أســتعملُهُما لحســابِ  الخطوةُ 3: �أُحدِّ
الميلِ.

	صيغةُ الميلِ m = 
y

2
-y

1

x
2
-x

1

	بالتعويضِ = 
44.1-16

3-2

28.1 =بالتبسيطِ

إذنْ، ميلُ منحنــى الاقترانِ عندَ النقطةِ A(3, 44.1) هوَ 28.1 تقريبًا. ومنهُْ، فإنَّ ســرعةَ الكرةِ 
 28.1 m/s َاللحظيةِ بعدَ 3 ثوانٍ هي
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الوحدةُ 6

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ المُبيَّنِ جانبًا  �أُقدِّ 3   
عندَ النقطةِ (150 ,2)، والنقطةِ (60 ,4.5).

أستعملُ جدولَ القيمِ الآتي للإجابةِ عن الأسئلةِ (7 -4):

43210x

63.521.52f(x)

0 ≤ x ≤ 4 ِبيانيًّا في الفترة f(x) ِأُمثِّلُ منحنى الاقتران  4 

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (3.5 ,3).  أرسمُ مماسًّ 5 

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (3.5 ,3).  أُقدِّ 6 

 ما إحداثياتُ النقطةِ التي يكونُ ميلُ المنحنى عندَها صفرًا؟ 7 

أنسخُ جدولَ قيمِ الاقترانِ f(x) = 0.1x3  الآتيَ، ثمَّ أستعملُهُ لحلِّ المسائلَ (8-10):

32.521.510.50x

0.80.10.010.1x3

0 ≤ x ≤ 3 ِفي الفترة f(x)=0.1x3 ِأرسمُ منحنى الاقتران  8 

ا لمنحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (0.8 ,2).  أرسمُ مماسًّ 9 

رُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ النقطةِ (0.8 ,2).  أُقدِّ 10 

رُ ميلَ منحنى كلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:  أُقدِّ

 y = 3 + 2x2 عندَ النقطةِ (5 ,1-). 12  				    y = 4x2 + 1 عندَ النقطةِ (5 ,1). 11 

 y = 5x4 + 1 عندَ النقطةِ (1 ,0). 14  				    y = 1 - x2 عندَ النقطةِ (0 ,1-). 13 

 y = 8 - 2x عندَ النقطةِ (6 ,1). 16  				    y = 9 - x2 عندَ النقطةِ (5 ,2). 15 

y

x
543210

-60
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150
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90

-30
-1-2-3-4
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درّاجاتٌ ناريةٌ: بدأَتْ درّاجةٌ ناريةٌ الحركةَ منْ وضعِ السكونِ في مسارٍ
مستقيمٍ. ويُبيِّنُ المنحنى المجاورُ المسافةَ التي قطعَتْها الدرّاجةُ في 5 ثوانٍ:

 أرسمُ نسخةً منَ المنحنى، مستعيناً بالجدولِ الآتي: 17 

543210x

503218820f(x)

.x=2 ا للمنحنى عندما  أرسمُ مماسًّ 18 

رُ سرعةَ الدرّاجةِ بعدَ ثانيتيْنِ.  أُقدِّ 19 

رُ سرعةَ الدرّاجةِ بعدَ 4 ثوانٍ.  أُقدِّ 20 

لَ المسافةَ المقطوعةَ كلَّ 3 ثوانٍ كما في الجدولِ الآتي، ثمَّ استعملَ  ســيّاراتٌ: أرادَ مهندسٌ أنْ يدرسَ تسارعَ سيّارةٍ، فسجَّ
المعادلةَ x = at2 + bt4 لتمثيلِ العلاقةِ بينَ قيمِ المسافةِ والزمنِ، حيثُ a وَ b عددانِ ثابتانِ:

الزمنُ t )ثانيةٌ( 129630
المسافةُ x )مترٌ( 224.64177.3995.0426.190

 أرسمُ منحنى المسافةِ- الزمنِ. 21 

.t = 9 رُ السرعةَ عندما  أُقدِّ 22 

.bَو a :ْأَجِدُ قيمةَ كلٍّ من  23 

 �فيزياءُ: تُمثِّلُ المعادلةُ s(t) = 3t - t2 المسافةَ التي يقطعُها جسمٌ بالمترِ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ. 24 

.t = 2 رُ سرعةَ الجسمِ عندما أُقدِّ

مهارات التفكير العليا

رًا إجابتي: رُ ميلَ منحنى الاقترانِ f(x) = x2 - 6x - 16 عندَ كلٍّ منَ النقاطِ الآتيةِ، مُبرِّ  تبريرٌ: أُقدِّ 25 

	•.x ِنقطتا تقاطعِ المنحنى معَ محور

	•.y ِنقطةُ تقاطعِ المنحنى معَ محور

رًا ميلَهُ عندَ نقطتيْنِ مُتعاكِســتيْنِ عليْهِ:   �مســألةٌ مفتوحةٌ: أكتبُ قاعدةَ اقترانٍ منَ الدرجــةِ الثانيةِ، ثمَّ أُمثِّلُهُ بيانيًّــا، مُقدِّ 26 

.(a,b), (-a, b)

0
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الدرسُ

2
الاشتقاقُ

Differentiation

 إيجادُ مشتقةِ كثيراتِ الحدودِ. فكرةُ الدرسِ � 

 المشتقةُ. المصطلحاتُ � 

 �يُمثِّلُ الاقترانُ f(t) = 80t – 5t2 ارتفاعَ منطادٍ بالمترِ عنْ ســطحِ الأرضِ  مسألةُ اليومِ � 
بعدَ t ثانيةً منْ إطلاقِهِ. ما سرعةُ المنطادِ بعدَ 10 ثوانٍ منْ إطلاقِهِ؟

فْتُ في الدرسِ الســابقِ كيفيةَ إيجادِ الميلِ أوْ تقديرِهِ، وهيَ طريقةٌ ليسَــتْ سهلةً، وتحتاجُ  تعرَّ
فُ في هذا الدرسِ طريقةً جبريةً أسهلَ لإيجادِ ميلِ منحنى  . ســأتعرَّ إلى دقةٍ عندَ رسمِ المماسِّ

. الاقترانِ عندَ نقطةٍ عليهِ منْ دونِ حاجةٍ إلى رسمِ المماسِّ

عندَ إيجادِ ميلِ منحنى الاقترانِ y = x2 عندَ نقاطٍ مختلفةٍ عليْهِ باســتعمالِ طريقةِ ميلِ المماسِّ 
فْتُها ســابقًا، وتنظيمِ القيمِ في الجدولِ الآتي، سأُلاحِظُ أنَّ ميلَ المنحنى عندَ أيِّ نقطةٍ  التي تعرَّ

 2x يساوي m َمضروبةً في العددِ 2؛ أيْ إنَّ الميل x َيساوي قيمة (x, y)

(5, 25)(4, 16)(3, 9) (1, 1)(0,0)(-1,1)(-2, 4)(x , y)
10=5×28=4×26=3×22=1×20=0×2-2=-1×2-4=-2×2m

 .m = 3x2 َعلى منحناهُ هو (x, y) ٍعندَ أيِّ نقطة f(x) = x3 ِوبالمثلِ، سأجدُ أنَّ ميلَ منحنى الاقتران
.m = nxn-1 َعليْهِ هو (x, y) ٍعندَ أيِّ نقطة f(x) = xn ِفإنَّ ميلَ منحنى الاقتران ، بوجهٍ عامٍّ

مشــتقةُ )derivative( الاقترانِ  f(x) عندَ نقطةٍ واقعةٍ على منحناهُ هيَ ميلُ المنحنى عندَ تلكَ 
.f ' (x) ِالنقطةِ، ويُرمَزُ إليْها بالرمز

مشتقةُ اقترانِ القوةِ
بالكلماتِ: �عندَ اشتقاقِ الاقترانِ f(x)=xn، فإنَّ قوةَ x في المشتقةِ تكونُ أقلَّ بواحدٍ •	

 x َفي المشــتقةِ يساوي قوة x َوإنَّ معامل ، منْ قوةِ x في الاقترانِ الأصليِّ
. في الاقترانِ الأصليِّ

	•.f '(x) = nxn-1 َّعددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ، فإن n ُحيث ،f(x) = xn َبالرموزِ: إذا كان

مفهومٌ أساسيٌّ

رموزٌ رياضيةٌ

 تُستعمَلُ الرموزُ
  dy

dx
 , f '(x), y '

للتعبيرِ عنِ المشتقةِ.
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أَجِدُ مشتقةَ كلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:
1   f(x) = x8

f ' (x) = 8x8-1قانونُ مشتقةِ القوةِ

f ' (x) = 8x7بالتبسيطِ

2   f(x) = x5

f ' (x) = 5x5-1قانونُ مشتقةِ القوةِ

f ' (x) = 5x4بالتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مشتقةَ كلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:

a)  f(x) = x7				    b)  f(x) = x11

مثال 1

قواعدُ أُخرى للمشتقةِ:
مشتقةُ مضاعفاتِ القوةِ: �إذا كانَ f(x) = axn، حيثُ n عددٌ صحيحٌ غيرُ سالبٍ، فإنَّ ·	

.f '(x) = anxn-1

، فــإنَّ  f '(x) = 0؛ أيْ إنَّ ·	 مشتقةُ الثابتِ: �إذا كانَ f(x) = c، حيــثُ c عددٌ حقيقيٌّ
مشتقةَ الاقترانِ الثابتِ تساوي صفرًا.

مفهومٌ أساسيٌّ 

منَ المعلومِ أنَّ قيمَ y للاقترانِ f(x) = 3x2  تســاوي 3 أمثالِ 
قيمِ y التــي تُناظِرُها للاقتــرانِ g(x) = x2. وعليْهِ، فإنَّ ميلَ 
منحنــى الاقترانِ f(x) = 3x2  عندَ النقطةِ (12 ,2) يســاوي 

3 أمثالِ ميلِ منحنى الاقترانِ g(x) = x2 عندَ النقطةِ (4 ,2).

وهذا يعني أنَّ مشــتقةَ (3x2) تساوي 3 أمثالِ مشتقةِ (x2)؛ أيْ 
.(3×2x)

، فإنَّ مشــتقةَ الاقتــرانِ f(x)= axn، حيثُ a عددٌ  بوجهٍ عامٍّ
. f '(x)= a × nxn-1  َهي ، 2حقيقيٌّ 4

A

B

2

0

4

6

8

10

12

14

16

(2, 4)

y = 3x2 y = x2

(2, 12)

رُ أُفكِّ

هــلْ يمكــنُ اســتنتاجُ 
قاعدةٍ لمشــتقةِ الاقترانِ 

؟ الخطيِّ



67

الوحدةُ 6

 

أَجِدُ مشتقةَ كلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:
1   f(x) = 2x4

f '(x) = 2(4x4-1)قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ

f '(x) = 8x3بالتبسيطِ

2   f(x) = 1
4

 x3

f '(x) = 1قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ
4

 (3x3-1)

f '(x) = 3بالتبسيطِ
4

 x2

3   f(x) = -2x

f '(x) = -2(x1-1)قانونُ مشتقةِ مضاعفِ القوةِ

f '(x) = -2بالتبسيطِ

4   f(x) = 4

f '(x) = 0قانونُ مشتقةِ الثابتِ

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مشتقةَ كلِّ اقترانٍ في ما يأتي:
a)  f(x) = 5x12			  	 b)  f(x) = -7x8

c)  f(x) = 0.5x6			   d)  f(x) = -11

مثال 2

مشتقةُ المجموعِ ومشتقةُ الفرقِ

بالكلماتِ: �مشــتقةُ مجموعِ كثيرَيِ الحدودِ تســاوي مجموعَ مشــتقتَيْهِما، ومشتقةُ •	
الفرقِ بينَ كثيرَيِ الحدودِ تساوي الفرقَ بينَ مشتقتَيْهِما. 

بالرموزِ: �إذا كانَ f(x) = g(x)±h(x)، حيثُ g(x) وَ h(x) كثيرا الحدودِ، فإنَّ •	
.f '(x) = g '(x)±h'(x)

مفهومٌ أساسيٌّ

رُ أتذكَّ

ميلُ الاقترانِ الثابتِ 
يساوي صفرًا.
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أَجِدُ مشتقةَ كلِّ اقترانٍ ممّا يأتي:

1   f(x) = x2 -6x

f '(x) = 2x2-1 – 6x1-1قانونُ مشتقةِ مضاعفاتِ القوى

f '(x) = 2x – 6بالتبسيطِ

2   f(x) = 5x7 + 3x4 - 3
2

  x2 + 8 

f '(x) = 5(7x7-1)+3(4x4-1)- 3قانونُ مشتقةِ مضاعفاتِ القوى
2

 (2x2-1)+0

 f '(x) = 35x6 + 12x3 - 3xبالتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مشتقةَ كلٍّ منَ الاقترانيْنِ الآتييْنِ:

a)  f(x) = 1
2

 x2 + 4x -1		  b)  g(x) = 9x - 7x5 - 6 + √3 x2

مثال 3

 

إذا كانَ f(x) = 3x2 - 18x + 5 ، فأستعملُ المشتقةَ لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:
 ميلُ منحنى f(x) عندَ النقطةِ (10- ,1). 1

f(x) = 3x2 – 18x + 5الاقترانُ الأصليُّ

f '(x) = 6x – 18باشتقاقِ الاقترانِ

 x = 1 ِبتعويضِ قيمةf '(1) = 6(1) - 18

12- = بالتبسيطِ

إذنْ، ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) عندَ النقطةِ (10- ,1) هوَ 12-

مثال 4

أُلاحِظُ منَ الأمثلةِ الســابقةِ أنَّ مشتقةَ الاقترانِ هيَ اقترانٌ جديدٌ يُمثِّلُ قيمةَ ميلِ منحنى الاقترانِ 
الأصلــيِّ عندَ قيمٍ مختلفةٍ؛ لذا يُمكِنُ إيجادُ ميلِ منحنــى الاقترانِ عندَ أيِّ نقطةٍ عليْهِ، بتعويضِ 

الإحداثيِّ x لتلكَ النقطةِ في اقترانِ المشتقةِ.

مُ أتعلَّ

 f '(a) يُســتعمَلُ الرمزُ 
 f(x) للتعبيرِ عنْ مشتقةِ 

.x = a عندما

إرشادٌ

أستعملُ قواعدَ 
الاشتقاقِ المناسبةَ 

لإيجادِ المشتقةِ.
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 مثال 5: من الحياة

كٌ،  يُمثِّلُ الاقترانُ d(t) = 0.6t3 - 1.5t -0.9 المســافةَ )بالمترِ( التي يقطعُها جســمٌ مُتحرِّ
حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ:

 أَجِدُ سرعةَ الجسمِ بعدَ 3  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتهِِ. 1

.v(t) َالسرعةُ هيَ مشتقةُ اقترانِ المسافةِ. أفترضُ أنَّ اقترانَ السرعةِ هو
.v(t) = d '(t) ،ْإذن

.t = 3 التي تُمثِّلُ السرعةَ اللحظيةَ عندما ،v(3) = d '(3) َالمطلوبُ هو
d '(t) = 1.8t2 - 1.5مشتقةُ اقترانِ المسافةِ

v(t) = d '(t) = 1.8t2 - 1.5تعريفُ اقترانِ السرعةِ

 t = 3 ِبتعويضv(3) = d '(3) = 1.8(3)2 - 1.5

m/s 14.7 =بالتبسيطِ

14.7 m/s َإذنْ، سرعةُ الجسمِ بعدَ 3  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتهِِ هي

معلومةٌ

السرعةُ اللحظيةُ تساوي 
مشــتقةَ اقترانِ المسافةِ 

عندَ لحظةٍ ما.
التسارعُ اللحظيُّ يساوي 
مشــتقةَ اقترانِ الســرعةِ 

عندَ لحظةٍ ما.

 قيمةُ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرًا. 2

f '(x) = 0بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

6x - 18 = 0بتعويضِ قيمةِ المشتقةِ

6x = 18بجمعِ 18 للطرفيْنِ

x = 3بقسمةِ الطرفيْنِ على 6

. x = 3 َالتي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرًا هي x ُإذنْ، قيمة

  أتحقق من فهمي

إذا كانَ f(x) = 5x2 + 25x - 9 ، فأستعملُ المشتقةَ لإيجادِ كلٍّ ممّا يأتي:
.x =-2 عندما f(x) ميلُ منحنى  )a

 قيمةُ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرًا. )b

دةٍ( يساوي السرعةَ  فْتُ سابقًا أنَّ ميلَ منحنى المسافةِ- الزمنِ في لحظةٍ ما )عندَ نقطةٍ مُحدَّ تعرَّ
اللحظيةَ عنــدَ تلكَ النقطةِ، وبصورةٍ مشــابهةٍ فإنَّ ميلَ منحنى الســرعةِ- الزمنِ في لحظةٍ ما 

 . يساوي التسارعَ اللحظيَّ

أستطيعُ الآنَ إيجادَ كلٍّ منَ السرعةِ اللحظيةِ، والتسارعِ اللحظيِّ باستعمالِ المشتقةِ بسهولةٍ منْ 
دونِ حاجةٍ إلى تقديرِ ميلِ المنحنى باستعمالِ المماسِّ كما في الدرسِ السابقِ.
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 أَجِدُ تسارعَ الجسمِ بعدَ 5  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتهِِ. 2

.a(t) َالتسارعُ هوَ مشتقةُ اقترانِ السرعةِ. أفترضُ أنَّ اقترانَ التسارعِ هو
.a(t) = v '(t) ،ْإذن

.t = 5 التي تُمثِّلُ التسارعَ عندما ،a(5) = v '(5) َالمطلوبُ هو
a(t) = v '(t) = 3.6t مشتقةُ اقترانِ السرعةِ

 t = 5 ِبتعويضa(5) = 3.6(5)

a(5) = 18بالتبسيطِ

 18 m/s2  َإذنْ، تسارعُ الجسمِ بعدَ 5  ثوانٍ منْ بَدءِ حركتهِِ هو

  أتحقق من فهمي

كٌ،  يُمثِّلُ الاقترانُ d(t) = 2.5t2 + 0.1t - 0.3 المســافةَ )بالمترِ( التي يقطعُها جســمٌ مُتحرِّ
.t = 3 الزمنُ بالثانيةِ. أَجِدُ سرعةَ الجسمِ وتسارعَهُ عندما t ُحيث

مُ أتعلَّ

ــارعِ  ــةُ التس ــونُ قيم تك
كانـَـتِ  إذا  صفــرًا 

الســرعةُ ثابتــةً.

أتدرب وأحل المسائل

أَجِدُ مشتقةَ كلٍّ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ: 

1    f(x) = -7			   2    g(x) = 3x9		  3    r(x) = -5x2

4    i(x) = x4 - 3x		  5    v(x) = x2 + x + 1	 6    t(x) = 6 - 2x + x2

أَجِدُ قيمةَ f '(-2) في كلٍّ ممّا يأتي:

7    f(x)= 3
5

 x3 + x4 -2x +7	 8    f(x)= x99 + √2 x		 9    f(x) = 7π

18
 

 أَجِدُ النقطةَ التي يكونَ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) = 2x2 - 10 هوَ 12 10 

كٌ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ: يُمثِّلُ الاقترانُ d(t) = t3 - 6t + 3 المسافةَ )بالمترِ( التي يقطعُها جسمٌ مُتحرِّ

 أَجِدُ الاقترانَ v(t) الذي يُمثِّلُ سرعةَ الجسمِ في أيِّ لحظةٍ )t ثانيةً(. 11 

.t = 3 أَجِدُ سرعةَ الجسمِ عندما  12 

6 m/s ُعندما تكونُ السرعة t َأَجِدُ الزمن  13 

 أَجِدُ الاقترانَ a(t) الذي يُمثِّلُ تسارعَ الجسمِ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ. 14 

.t = 5 أَجِدُ تسارعَ الجسمِ عندما  15 
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:f(x) = 0.5x3 - 3x2 + 4x ِيُمثِّلُ الشكلُ المجاورُ منحنى الاقتران

.f '(x) ُأَجِد  16 

.x ِأَجِدُ ميلَ منحنى الاقترانِ عندَ نقاطِ تقاطعِهِ معَ محور  17 

دُ على المنحنى النقطةَ التي يساوي عندها الميلُ 1  أُحدِّ 18 

دُ على المنحنى النقطةَ التي يساوي عندها الميلُ 2  أُحدِّ 19 

 �أَجِدُ معادلةَ مماسِّ منحنى الاقترانِ f(x)=3x3 +2  عندَ النقطةِ التي يكونُ إحداثيُّ x لها 1 20 

:g(x) = 3x3 - x2 - 7x + 4 ِعلى منحنى الاقتران P(-2, b) ُتقعُ النقطة

 أَجِدُ قيمةَ x التي يكونُ عندها ميلُ منحنى الاقترانِ صفرًا. 22  					    .b َأَجِدُ قيمة  21 

إذا كانَتْ قيمةُ الميلِ عندما x = 2 لمنحنى المعادلةِ y = x3 - 2ax ، حيثُ a عددٌ ثابتٌ، هيَ 12- 

.x = 4 أَجِدُ قيمةَ ميلِ المنحنى عندما  24  				   .a ِأَجِدُ قيمةَ الثابت  23 

أَجِدُ f '(x) في كلٍّ ممّا يأتي:

25    f(x) = 2x (x+1)		  26    f(x) = (x + 2)(x + 5)		  27    f(x) = (x + 3)(x-3)

 ، f(x) = kx (x-4) ِــران ــيَّ للاقت ــلَ البيان ــاورُ التمثي ــكلُ المج ــنُ الش  �يُبيِّ 28 

. أَجِــدُ قيمــةَ k إذا كانَ ميــلُ المنحنــى عنــدَ النقطــةِ  حيــثُ k عــددٌ حقيقــيٌّ
(0 ,4) هــوَ 2 

مهارات التفكير العليا

 = f(x) ، تكونُ عندَهُما مشتقةُ الاقترانِ تساوي 4، 
1

3
 x3 - 5x + 4 ِتبريرٌ:  أُثبتُِ وجودَ نقطتيْنِ على منحنى الاقتران  29 

رًا إجابتي. ثمَّ أَجِدُ إحداثيَّيْ هاتيْنِ النقطتيْنِ، مُبرِّ

: أَجِدُ قيمَ a, b إذا كانَ ميلُ منحنى الاقترانِ y = ax3 + bx2 + 5 عندَ النقطةِ (3- ,2) هوَ صفرًا.  تحدٍّ 30 

: أُطلِقَتْ قذيفةٌ رأســيًّا إلــى الأعلى، فــكانَ ارتفاعُها عنْ ســطحِ الأرضِ h بالمتــرِ بعدَ t ثانيةً مــنْ إطلاقِها   تحــدٍّ 31 

h(t) = -4.9t2 + 147t . ما ارتفاعُ القذيفةِ عنِ الأرضِ عندما تكونُ سرعتُها m/s 98؟

2

4
y

x

–2

–4

50

y

x0 4
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الدرسُ

3
القيمُ العظمى والقيمُ الصغرى
Maximum and Minimum Values

 إيجادُ القيمِ العظمى والقيمِ الصغرى المحليةِ لكثيراتِ الحدودِ. فكرةُ الدرسِ � 
 نقطةٌ حرجةٌ، قيمةٌ عظمى، قيمةٌ صغرى. المصطلحاتُ � 

 �تُمثِّلُ المعادلــةُ d = -16t2 + 75t + 2.5 المســافةَ )بالقدمِ( التي  مسألةُ اليومِ � 
قطعَتْها كرةٌ بعدَ ركلِها، حيثُ t الزمــنُ بالثانيةِ. ما أقصى ارتفاعٍ تصلُهُ 

الكرةُ؟

تُســمّى النقطةُ التي يكونُ عندها ميلُ منحنى كثيرِ 
.)critical point( َالحدودِ صفرًا النقطةَ الحرجة

في الشكلِ المجاورِ، A وَ B نقطتانِ حرجتانِ؛ لأنَّ 
ميلَ المنحنى عندَ كلٍّ منهُْما صفرٌ. 

تُســمّى القيمةُ d في النقطةِ A(c, d) التي إشارةُ ميلِ المنحنى عنْ يسارِها موجبةٌ، وعنْ يمينهِا 
ســالبةٌ، القيمةَ العظمى المحليةَ )local maximum(؛ لأنَّها أكبرُ مــنَ القيمِ المجاورةِ لها. 
وتُســمّى القيمةُ h في النقطةِ B(e, h) التي إشارةُ ميلِ المنحنى عنْ يسارِها سالبةٌ، وعنْ يمينهِا 
موجبةٌ، القيمةَ الصغرى المحليةَ (local minimum)؛ لأنَّها أصغرُ منَ القيمِ المجاورةِ لها. 

لغةُ الرياضياتِ

يشيرُ مصطلحُ )النقطةُ الحرجةُ( 
إلى النقطةِ (x, y)، ويشــيرُ 

مصطلــحُ )القيمةُ الحرجةُ( 
إلــى الإحداثــيِّ y للنقطةِ 

الحرجةِ.

مُ أتعلَّ

يمكنُ اســتعمالُ برمجيةِ 
جيوجـــبرا لإيجـــادِ 
القيــمِ العظمــى والقيمِ 
الصغــرى، وذلكَ باختيارِ
Extremum منْ شــريطِ 

الأدواتِ، ثمَّ نقرِ المنحنى، 
فتظهــرُ إحداثيــاتُ نقاطِ 
القيمِ القصوى على يسارِ 

الشاشةِ.

y

x

A

B

الميلُ
موجبٌ

الميلُ
موجبٌ

الميلُ
سالبٌ

 

f(x) = x3 - 12x + 4 ِأســتعملُ المشــتقةَ لإيجادِ القيمِ العظمى والقيمِ الصغرى للاقتــران
)إنْ وُجِدَتْ(.

الخطوةُ 1: �أَجِدُ القيمَ الحرجةَ؛ أيْ قيمَ x التي ميلُ المنحنى عندها صفرٌ.
f '(x) = 3x2 - 12مشتقةُ الاقترانِ

3x2 - 12 = 0بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

3x2 = 12بجمعِ 12 للطرفيْنِ

x2 = 4بقسمةِ الطرفيْنِ على 3

x = ±2بأخذِ الجذرِ التربيعيِّ للطرفيْنِ

إذنْ، توجــدُ نقطتانِ حرجتانِ لمنحنى الاقترانِ عندما x = -2 وx = 2َ؛ لأنَّ مشــتقةَ الاقترانِ 
تساوي صفرًا عندَ هاتيْنِ النقطتيْنِ.

مثال 1
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الوحدةُ 6
ُ افة
لمس
ا

الزمنُ
10

5

10

15

20

25

30

35

40

45

2 3 4 5 6

رُ أُفكِّ

لمــاذا لا توجــدُ قيــمٌ 
عظمــى وقيــمٌ صغرى 

للاقترانِ الثابتِ؟ 
لمــاذا لا توجــدُ قيــمٌ 
عظمــى وقيــمٌ صغرى 
للاقتــرانِ الخطِّيِّ الذي 
مجالُهُ مجموعةُ الأعدادِ 

الحقيقيةِ؟ 

الخطوةُ 2: �لتحديدِ أيُّ النقــاطِ الحرجةِ يوجدُ عندها قيمةٌ عظمــى أوْ قيمةٌ صغرى للاقترانِ، 
أختبرُ إشارةَ ميلِ المنحنى حولَ كلٍّ منهُْما، وذلكَ بتعويضِ بعضِ القيمِ القريبةِ منهْا.

-1.9-2-2.1x

-1.1701.23f '(x)

موجبةٌسالبةٌ
إشارةُ 
الميلِ

 

2.121.9x

1.230-1.17f '(x)

سالبةٌموجبةٌ
إشارةُ 
الميلِ

تتغيَّرُ إشــارةُ ميلِ المنحنى حولَ x = -2 منْ موجبةٍ إلى ســالبةٍ؛ لذا توجدُ قيمةٌ عظمى عندما 
x = -2، هيَ  f(-2) = 20، وتتغيَّرُ إشــارةُ ميلِ المنحنى حولَ x = 2 منْ سالبةٍ إلى موجبةٍ؛ 

.f(2) = -12 َهي ،x = 2 لذا توجدُ قيمةٌ صغرى عندما

طريقةٌ بديلةٌ:  يُمكِنُ أيضًا تحديدُ إذا كانَ يوجدُ عندَ النقطةِ 
الحرجةِ قيمةٌ عظمــى أوْ قيمةٌ صغرى للاقتــرانِ بتمثيلِ 
 f(x) ِمنحنى الاقترانِ بيانيًّــا. فعندَ تمثيلِ منحنى الاقتران
بيانيًّا في الشــكلِ المجاورِ، فــإنَّ النقطةَ (20 ,2-) تبدو 
أعلى مــنَ النقاطِ المجاورةِ لها علــى المنحنى، وبذلكَ 
تســاوي القيمةُ العظمى 20، وتبدو النقطــةُ (12- ,2) 

أخفضَ منَ النقاطِ المجاورةِ لها ، وبذلكَ تساوي القيمةُ الصغرى 12- 

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ القيمَ العظمى والقيمَ الصغرى للاقترانِ g(x) = 2x3 - 6x - 15 )إنْ وُجِدَتْ(.

(–2, 20)

(2, –12)

y

x

10

-10

-1 1 2 3 4-2-3-4

20

y للنقطــةِ التي يتغيَّرُ  يُمثِّلُ الإحداثــيُّ الصاديُّ 
عندهــا اتجاهُ حركةِ الجســمِ مــنَ الصعودِ إلى 
الهبوطِ قيمةً عظمى لمنحنى المســافةِ- الزمنِ؛ 
لأنَّ مشــتقةَ المنحنى عندَ تلكَ النقطةِ تســاوي 
(؛ لذا يُمكِنُ اســتعمالُ  صفــرًا )المماسُّ أفقــيٌّ
المشــتقةِ لتحديدِ النقطةِ التي يبلغُ عندها الجسمُ  

أقصى ارتفاعٍ.
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 مثال 2: من الحياة

يُمثِّلُ الاقترانُ h(t)= 1 + 25t-5t2 ارتفاعَ كرةٍ عنْ سطحِ الأرضِ بالمترِ بعدَ t ثانيةً منْ ركلهِا:
 أَجِدُ سرعةَ الكرةِ بعدَ 3 ثوانٍ منْ ركلهِا. 1

يُمثِّلُ الاقترانُ المُعطى h(t) ارتفاعَ الكرةِ )المســافةُ الرأســيةُ(. ومنَ المعلومِ أنَّ مشــتقةَ اقترانِ 
:h '(t) في t = 3 ُض المسافةِ تساوي اقترانَ السرعةِ. لإيجادِ سرعةِ الكرةِ بعدَ 3 ثوانٍ، أُعوِّ

h(t) = 1 + 25t-5t2اقترانُ الارتفاعِ

h'(t) = 25-10tمشتقةُ اقترانِ الارتفاعِ

h'(t) في t = 3 ِبتعويضh'(3) = 25 – 10(3)

5- =بالتبسيطِ

 -5 m/ s َإذنْ، سرعةُ الكرةِ بعدَ 3 ثوانٍ هي

 أَجِدُ أقصى ارتفاعٍ تصلُهُ الكرةُ. 2

.h(t) ِيُمثِّلُ أقصى ارتفاعٍ تصلُ إليْهِ الكرةُ قيمةً عظمى لاقترانِ الارتفاع
:h '(t) = 0 َقُ المعادلة دُ القيمَ التي تُحقِّ لإيجادِ القيمةِ العظمى، أُحدِّ

h '(t) = 25-10tمشتقةُ اقترانِ الارتفاعِ

10t = 0-25بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

10t = 25بجمعِ 10t للطرفيْنِ

t = 2.5بقسمةِ الطرفيْنِ على 10

t = 2.5 تتغيَّرُ إشارةُ ميلِ المنحنى منْ موجبةٍ إلى سالبةٍ؛ لذا توجدُ قيمةٌ عظمى عندما

إشارةُ الميلِ

t 2.5

0+ + +

:h(2.5) َوقيمةُ هذا الارتفاعِ هي ، t = 2.5 s إذنْ، تصلُ الكرةُ أقصى ارتفاعٍ عندما
h(t) في t = 2.5 ِبتعويضh(2.5) = 1+ 25(2.5)-5(2.5)2

32.25 =بالتبسيطِ

32.25 m َإذنْ، أقصى ارتفاعٍ تصلُهُ الكرةُ هو

  أتحقق من فهمي

يُمثِّــلُ الاقترانُ h(t)= 20t-5t2 ارتفاعَ حجرٍ عنْ ســطحِ الأرضِ بالمترِ بعدَ t ثانيةً منْ قذفهِِ 
إلى الأعلى:

 أَجِدُ أقصى ارتفاعٍ يصلُهُ الحجرُ. )b 		  أَجِدُ سرعةَ الحجرِ بعدَ ثانيتيْنِ منْ قذفهِِ. )a

مُ أتعلَّ

بمــا أنَّ مشــتقةَ اقترانِ 
المســافةِ هــيَ اقتــرانُ 
الســرعةِ، فإنَّ القيمَ التي 
تســاوي عندها مشــتقةُ 
اقترانِ المسافةِ صفرًا هيَ 
القيــمُ التي تنعدمُ عندها 

السرعةُ.

مُ أتعلَّ

 ،5 m/s َسرعةُ الكرةِ هي
والإشارةُ الســالبةُ تدلُّ 
علــى أنَّ الكــرةَ غيَّرَتِ 
اتجاهَ حركتهِا، وأخذَتْ 
تهبطُ نحوَ الأرضِ، وأنَّ 
ارتفاعَها عنِ الأرضِ في 

تناقصٍ.



75

الوحدةُ 6

رُ أتذكَّ

قُ  x التي تُحقِّ تُسمّى قيمُ 
  f '(x) = 0 المعادلــةَ 
قيمًــا حرجــةً لمنحنى 

.f(x) ِالاقتران

تنبيهٌ

رُ إشارةُ ميلِ المنحنى  تتغيَّ
منْ موجبةٍ إلى سالبةٍ منْ 
يســارِ إلى يمينِ x = 8؛ 
لذا توجــدُ قيمةٌ عظمى 

x = 8 عندما

إشارةُ الميلِ

x 8

0+ + - -

إذا مثَّلَ الاقترانُ f(x) مِســاحةَ منطقةٍ ما، فإنَّ القيمةَ الكبرى للمِســاحةِ تساوي القيمةَ العظمى 
للاقترانِ، والقيمةَ الصغرى للمِساحةِ تساوي القيمةَ الصغرى للاقترانِ.

 مثال 3: من الحياة 

جدارٌ: لدى مُزارِعٍ m 32 منَ السياجِ، أرادَ 
أنْ يُسيِّجَ بهِ حظيرةً مستطيلةً، طولُها y مترًا، 
وعرضُها x متــرًا، بجانبِ جدارٍ يكونُ أحدَ 

أضلاعِ هذهِ الحظيرةِ:

 أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ A(x) = x(32-2x) يُمثِّلُ مِساحةَ الحظيرةِ.  1

x + y + x = 32 َّ32؛ لذا، فإن m ِطولُ السياج
عًا. إذنْ، طولُ الحظيرةِ y = 32-2x، ومِساحتُها x(32 – 2x)  مترًا مُربَّ

.A'(x) ُأَجِد  2

A(x) = x(32-2x)اقترانُ المِساحةِ

A(x) = 32x-2x2بتوزيعِ الضربِ على الطرحِ

A'(x) = 32-4xمشتقةُ اقترانِ المِساحةِ

 أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِساحةَ الحظيرةِ أكبرَ ما يُمكنُِ. 3

:A'(x) = 0 َأحُلُّ المعادلة ،x ِلإيجادِ قيمة
4x = 0 - 32بمساواةِ المشتقةِ بالصفرِ

4x = 32بجمعِ 4x للطرفيْنِ

x = 8بقسمةِ الطرفيْنِ على 4

أَجِدُ أكبرَ مِساحةٍ ممكنةٍ للحظيرةِ.
ضُ قيمةَ x = 8 بالاقترانِ الذي يُمثِّلُ مِساحةَ الحظيرةِ. أُعوِّ

A(x) في x = 8 ِبتعويضA(8) = 8(32-2(8))

128 =بالتبسيطِ

ــرةِ  ــرضُ الحظي ــونُ ع ــا يك ــجُ عندم ــيَ تنت ــرةِ m2 128، وه ــاحةٍ للحظي ــرُ مِس إذنْ، أكب
16 m ــا m 8، وطولُه

جدارٌ

x mx m

y m
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أتدرب وأحل المسائل

أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ القيمِ العظمى والقيمِ الصغرى لكلٍّ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ )إنْ وُجِدَتْ(:

1    f(x) = x2 - 4x + 3				    2    f(x) = x2 + 6x - 3

3    f(x) = 1 + 5x - x2		  		  4    f(x) = x3 + 1.5x2 - 18x

5    f(x) = 18x2 - x4		  		  6    f(x) = 2x3 -6x + 4

7    f(x) = x3 - 12x - 4				    8    f(x) = 3x2

9    f(x) = x3 -2x + 4				    10   f(x) = x3 + x2 -8x + 54

يُمثِّلُ الاقترانُ h(t)= 1.2 + 19.6t - 4.9t2 ارتفاعَ سهمٍ عنْ سطحِ الأرضِ بالمترِ بعدَ t ثانيةً منْ إطلاقِهِ:

 أَجِدُ سرعةَ السهمِ بعدَ 3 ثوانٍ. 11 

 أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ أقصى ارتفاعٍ يصلُهُ السهمُ. 12 

 يُمثِّلُ الاقترانُ A(x) = x(50-x) مِساحةَ مستطيلٍ، حيثُ x الطولُ بالمترِ. ما أكبرُ مِساحةٍ ممكنةٍ للمستطيلِ؟ 13 

  أتحقق من فهمي

يُبيِّنُ الشكلُ المجاورُ صورةً مستطيلةَ الشكلِ، محيطُها 
:A cm2 72، ومِساحتُها cm

 �أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ A(x) = 36x-x2 يُمثِّلُ مِســاحةَ  )a

الصورةِ. 

.A'(x) ُأَجِد  )b

 �أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِساحةَ  )c

الصورةِ أكبرَ ما يُمكِنُ.

 أَجِدُ أكبرَ مِساحةٍ ممكنةٍ للصورةِ. )d

A cm2

y cm

x cm

بنى عزُّ الدينِ أسامةُ قلعةَ 

عجلونَ أحدُ قادةِ صلاحِ 

، وذلكَ  الدينِ الأيوبــيِّ

1184م/580هـ.  عامَ 

تمتــازُ هــذهِ القلعــةُ 

بمتانةِ بنائهِــا، وموقعِها 

 . الاستراتيجيِّ المُطِلِّ
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ــا إيّاهــا   �للاقتــرانِ f(x) = 3x4 -10x3 + 6x2 + 3   ثــاثُ نقــاطٍ حرجــةٍ. أَجِــدُ إحداثيــاتِ هــذهِ النقــاطِ، مُصنِّفً 14 

إلــى عظمــى، وصغــرى.

. x = 3 قيمةٌ حرجةٌ عندما f(x) = x2 + 1
k

 x ِإذا كانَ للاقتران k ِأَجِدُ قيمةَ الثابت�  15 

ــباكِ، أرادَ أنْ يصنعَ منهْا حظائرَ لأغنامِهِ،  لدى مُزارِعٍ m 180 منَ الشِّ
طولُ كلٍّ منْها x مترًا، وعرضُها y مترًا كما في الشكلِ المجاورِ:

y = 18- 1.2x َهي yَو x َأُبيِّنُ أنَّ العلاقةَ بين�  16 

 �أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ A(x) = 144x - 9.6x2 يُمثِّلُ المِساحةَ الكليةَ للحظائرِ. 17 

 �أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ المِساحةَ الكليةَ للحظائرِ أكبرَ ما يُمكِنُ. 18 

 �أَجِدُ أكبرَ مِساحةٍ كليةٍ ممكنةٍ للحظائرِ. 19 

 برهانٌ: أُثبتُِ أنَّ الاقترانَ f(x) = 2x3 + 3x2 + 4x -5  ليسَ لهُ قيمٌ حرجةٌ. 20 

مهارات التفكير العليا

دُ نوعَ   تبريرٌ: أَجِدُ قيمتَيِ الثابتيْنِ a, b إذا كانَ للاقترانِ f(x) = x2 + ax + b قيمةٌ حرجةٌ عندَ النقطةِ (3 ,1)، ثمَّ أُحدِّ 21 

رًا إجابتي. القيمةِ الحرجةِ، مُبرِّ

:ABCD ِالذي تقعُ رؤوسُهُ على أضلاعِ المستطيل AFE َيُبيِّنُ الشكلُ المجاورُ المثلث

 ا�عتمــادًا علــى القياســاتِ المعطــاةِ فــي الشــكلِ، أُبيِّــنُ أنَّ الاقترانَ  22 

.AFE ِيُمثِّلُ مِساحةَ المثلث  H(x) = 24 - 4x +  1
2

 x2

 �أستعملُ المشــتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ مِساحةَ المثلثِ AFE أصغرَ  23 

ما يُمكِنُ.

دُ موقعَ  عٍ ودائــرةٍ. أُحدِّ هُ لعملِ مُربَّ : ســلكٌ طولُهُ cm 20، يــرادُ قصُّ  تحدٍّ 24 

عِ والدائرةِ أصغرَ ما يُمكِنُ. القصِّ بحيثُ يكونُ مجموعُ مِساحتَيِ المُربَّ

y

x

8

6

F CD

E

x

x

BA

x

x

20 cm

?

r
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اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

أَضعُ دائرةً حولَ رمزِ الإجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

 �ميلُ منحنى الاقترانِ f(x) = 3x -1 عندَ النقطةِ x = 5 هوَ: 1 

a)  3      b)  1
3

      c)  -1      d)  0

 إذا كانَ f(x) = x(2x + 1) ، فإنَّ f '(x) يساوي: 2 

a)  x				    b)  2x + 1

c)  2x2 + x	 		  d)  4x + 1

x التــي عندَهــا قيمــةٌ عظمــى للاقتــرانِ   �قيمــةُ  3 

f(x) = (x-2)(x-3)2 هيَ:

a)  - 7
3

			   b)  - 5
2

c)  7
3

				    d)  5
2

 �إذا مثَّلَ الاقترانُ d(t) = t 2 المسافةَ التي يقطعُها جسمٌ  4 

كٌ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ، فإنَّ سرعةَ الجسمِ عندما  مُتحرِّ
t = 1 هيَ:

a)  0      b)  1      c)  2      d)  4

كٍ يســيرُ بسرعةٍ تُعطى   �أكبرُ قيمةٍ لســرعةِ جســمٍ مُتحرِّ 5 

بالاقترانِ v(t) = t3 - 6t2 + 9t + 4 ، حيثُ t الزمنُ 
بالثانيةِ، هيَ:

a)  3	 			   b)  4

c)  8				    d)  9

 �إذا كانَ h(x) = 2x2 + x ، فأَجِــدُ h'(x) ، ثمَّ أُبيِّنُ أنَّ  6 

.x(1 + h'(x)) = 2h(x)

 �إذا وقعَــتِ النقطــةُ P(-1, c) على منحنــى الاقترانِ  7 

دُ إذا كانَ الميلُ  f(x)= 5x2 + 2، فأَجِدُ قيمةَ c، ثمَّ أُحدِّ

.P ِموجبًا أوْ سالبًا عندَ النقطة

 f(x) = 4x3 + 2  �أَجِدُ معادلةَ مماسِّ منحنى الاقترانِ  8 

عندَ النقطةِ التي إحداثيُّ x لها 1-

يُبيِّنُ الشكلُ المجاورُ قالبًا يُستعمَلُ 
لصنعِ لَبـِـنِ البناءِ، وتبلغُ مِســاحةُ 

:600 cm2 ُسطحِهِ الكلية

 �أُبيِّنُ أنَّ الاقترانَ  9 

 -V(x)= 200x  يُمثِّلُ حجمَ القالبِ. 4
3

 x3

 �أســتعملُ المشــتقةَ لإيجادِ قيمةِ x التي تجعلُ الحجمَ  10 

أكبرَ ما يُمكِنُ.

 أَجِدُ أكبرَ حجمٍ ممكنٍ للقالبِ. 11 

 �يُمثِّلُ الاقتــرانُ d(t) = t2 + 1 المســافةَ )بالمترِ( التي  12 

كٌ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ. أَجِدُ السرعةَ  يقطعُها جسمٌ مُتحرِّ
6 m/s ُعندما تبلغُ السرعة t َبعدَ ثانيتيْنِ، ثمَّ أَجِدُ الزمن

هَتْ إلى  أطلقَتْ سيّارةُ سُمَيَّةَ جرسَ إنذارٍ لتعبئةِ الوَقودِ، فتوجَّ
محطةِ الوَقودِ.

يُمثِّلُ المنحنى في الشكلِ 
المجــاورِ العلاقــةَ بينَ 
يةِ  الزمنِ والمســافةِ المُتبقِّ
حتى وصلَتْ سُــمَيَّةُ إلى 

المحطةِ:

 �أَجِدُ سرعةَ السيّارةِ بعدَ ثانيتيْنِ منَ انطلاقِ جرسِ تعبئةِ  13 

الوَقودِ.

 �أَجِدُ سرعةَ السيّارةِ بعدَ 10 ثوانٍ. 14 

2x cm

x cm

y cm

y

y = (x - 10)2

x111

10

-1

100
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اختبارُ نهايةِ الوحدةِ
أَجِدُ مشتقةَ كلٍّ منَ الاقتراناتِ الآتيةِ:

15    f(x) = 2π3	 16    f(x) = x8

17    f(x) = -3x4 	 18    f(x) = x

19    f(x) = 1-2x	 20    f(x) = 4-5x2 + x3

أستعملُ المشتقةَ لإيجادِ القيمِ العظمى والقيمِ الصغرى لكلٍّ 
منَ الاقتراناتِ الآتيةِ )إنْ وُجِدَتْ(:

21    f(x) = 17		 22    f(x) = 5x + 4

23    f(x) = x2-5x + 6	 24    f(x)=2x3-4x2+2x+1

 �تُمثِّلُ العلاقةُ d(t) = 0.6t3 - 1.5t - 0.9 المســافةَ  25 

كٌ، حيثُ t الزمنُ بالثانيةِ.  )بالمترِ( التي يقطعُها جسمٌ مُتحرِّ
ما الزمنُ  الذي تساوي عندَهُ السرعةُ 14.7m/s؟

 f(x) = kx - x3 ِإذا كانَ للاقتران k ِأَجِــدُ قيمةَ الثابت�  26 

 x = -1 نقطةٌ حرجةٌ عندما

اعتمادًا على التمثيلِ البيانيِّ الآتي: 
y

x

-10
-2 -1-3-4-5 1 2 3

-20

-30

-40
-50

50
40

30

20

10

(3, 14)

(-5, -42)

(-2, 39)

(2, 7)

دُ الفترةَ )الفتراتِ( التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى   �أُحدِّ 27 

موجبًا.
دُ الفترةَ )الفتراتِ( التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى   �أُحدِّ 28 

سالبًا.
دُ النقطــةَ )النقاطَ( التي يكونُ عندها ميلُ المنحنى   �أُحدِّ 29 

صفرًا.

 �إذا كانَ المستقيمُ  30 

في الشكلِ المجاورِ 
هوَ منحنى الاقترانِ 
.f '(x) ُفأَجِد ،f(x)

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

أضعُ دائرةً حولَ رمزِ الإجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

 �جميعُ قيــمِ  x التي عندها قيمٌ عظمــى أوْ قيمٌ صغرى  31 

للاقترانِ f(x) = 3x5 - 5x3 + 15  هيَ:

a)  -1, 0, 1			   b)  -1, 0

c)  0, 1		 		  d)  -1, 1

 عددُ النقاطِ الحرجةِ للاقترانِ f(x) = (x-3)9 هوَ: 32 

a)  1      b)  2      c)  8      d)  9

 f(x) = x3-12x + 17 ِيُمثِّلُ الشكلُ المجاورُ منحنى الاقتران
الذي لهُ قيمةٌ عظمى عندَ النقطةِ A، وقيمةٌ صغرى عندَ النقطةِ 

:B ِعندَ النقطة y َويقطعُ محور ،C

y

x

C
B

A

0

.f '(x) ُأَجِد  33 

.B ِعندَ النقطة f(x) ِأَجِدُ ميلَ منحنى الاقتران  34 

.C َو A ِأَجِدُ إحداثيَّيْ كلٍّ منَ النقطتيْن  35 

y

x0 (6, 0)

(0, 2)
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔ �حلَّ المعادلاتِ الخطِّيةِ بمُتغيِّريْنِ.

. ✔ �إيجادَ المسافةِ بينَ نقطتيْنِ في المستوى الإحداثيِّ

✔ �إيجادَ إحداثيَّيْ نقطةِ منتصفِ قطعةٍ مستقيمةٍ.

✔ �النسبَ المثلثيةَ للزوايا ضمنَ الدورةِ الكاملةِ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأَتعلَّ
◂ �المتجهــاتِ، وكيفيــةَ تمثيلِها على المســتوى 

. الإحداثيِّ
. ◂ �جمعَ المتجهاتِ، وطرحَها، وضربَها القياسيَّ

◂ �التفسيرَ الهندسيَّ للمتجهاتِ، وبعضَ التطبيقاتِ 
الحياتيةِ عليْها. 

◂ �إيجادَ قياسِ الزاويةِ بينَ متجهيْنِ.

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

لفهمِ تأثيرِ قوةٍ ما في جســمٍ، يجبُ تحديدُ 
كلٍّ مــنْ مقدارِ هذهِ القــوةِ، واتجاهِها، في ما 
يُعــرَفُ بالمتجهِ.  في هذهِ الوحدةِ، ســأتعلَّمُ 

كثيرًا عنِ المتجهاتِ وتطبيقاتهِا الحياتيةِ، 
منْ مثلِ تحديدِ تأثيرِ الرياحِ في حركةِ 

السفنِ الشراعيةِ.
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المتجهاتُ في الجغرافيا

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ: 
 �أبحثُ في شــبكةِ الإنترنتْ عنْ صــورةٍ لخريطةِ الوطنِ العربيِّ أوِ الشــرقِ  1

الأوسطِ، ثمَّ أحفظُها في ملفٍّ بجهازِ الحاسوبِ.

 �أســتعملُ برمجيةَ جيوجبرا لإيجادِ إحداثياتِ بعضِ العواصمِ العربيةِ باتباعِ  2

الخطواتِ الآتيةِ: 

 أنقرُ أيقونةَ  منْ شريطِ الأدواتِ، ثمَّ أختارُ الصورةَ التي حفظْتُها. 

 أُظهِرُ الشبكةَ فوقَ الصورةِ بنقرِ الزرِّ الأيمنِ لفأرةِ الحاسوبِ، ثمَّ اختيارِ )الإعداداتُ(  ، ومنهْا أختارُ 

 أَجِــدُ إحداثياتِ أيِّ عاصمةٍ عربيةٍ على الخريطةِ باختيارِ أيقونةِ  منْ شــريطِ الأدواتِ، ثمَّ نقرِ موقعِ العاصمةِ على 
 . الصورةِ، فتظهرُ الإحداثياتُ على الشريطِ الجانبيِّ

 �أرسمُ متجهًا بينَ أيِّ عاصمتيْنِ بنقرِ أيقونةِ المتجهِ  منْ شريطِ الأدواتِ. 3

 �أَجِدُ المسافةَ على الخريطةِ بينَ مدينةِ عمّانَ وأربعِ عواصمَ عربيةٍ باستعمالِ مقدارِ المتجهِ، ثمَّ أُقارِنُها بالمسافاتِ الحقيقيةِ،  4

وأكتبُ مقياسَ الرسمِ، مُنظِّمًا النتائجَ في جدولٍ.

 أجِدُ اتجاهَ أربعِ عواصمَ عربيةٍ بالنسبةِ إلى مدينةِ عمّانَ باستعمالِ الضربِ القياسيِّ للمتجهاتِ. 5

عرضُ النتائجِ:

أُعِدُّ معَ أفرادِ مجموعتي عرضًا تقديميًّا )بوربوينت( نُبيِّنُ فيهِ ما يأتي:

حةً بالصورِ، والحساباتُ التي أجريْتُها في خطواتِ المشروعِ.   خطواتُ تنفيذِ المشروعِ مُوضَّ

فْتُها في أثناءِ العملِ بالمشروعِ، ومقترحٌ لتوسعةِ المشروعِ.  المعلوماتُ الجديدةُ التي تعرَّ

 أســتعدُّ ومجموعتي لتنفيذِ مشــروعِنا الخاصِّ باكتشــافِ اســتعمالاتٍ للمتجهاتِ في الخرائطِ  فكرةُ المشروعِ � 
مُهُ في هذهِ الوحدةِ.  الجغرافيةِ بناءً على ما سنتعلَّ

 شبكةُ إنترنتْ، برمجيةُ جيوجبرا.  الموادُّ والأدواتُ � 

مشروعُ 
الوحدةِ

الأردن

الإمارات
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الدرسُ

11
المتجهاتُ في المستوى الإحداثيِّ

Vectors in the Coordinate Plane

، وإيجادُ مقدارِ المتجهِ. فُ المتجهِ، وتمثيلُهُ في المستوى الإحداثيِّ  تعرُّ فكرةُ الدرسِ � 

، مقدارُ المتجهِ، الســرعةُ  بةُ الرأســيةُ، الصورةُ الإحداثيةُ، الوضعُ القياســيُّ بةُ الأفقيةُ، المُركَّ  �المُركَّ المصطلحاتُ � 
المتجهةُ.

 �قطعَ يختٌ ســياحيٌّ مسارًا مســتقيمًا في البحرِ الأحمرِ، مُنطلِقًا منْ  مسألةُ اليومِ � 
مدينةِ العقبــةِ باتجاهِ الجنوبِ الغربيِّ منْ مدينــةِ طابا المصريةِ. هلْ 
يُمكِنُ وصــفُ اتجاهِ هذا اليخــتِ، وتحديدُ المســافةِ التي قطعَها 

باستعمالِ إحداثيَّيْ هاتيْنِ المدينتيْنِ فقطْ؟

درسْــتُ في الفيزياءِ تمثيلَ المتجهاتِ في صورةِ ســهمٍ 
دُهُ  ينطلقُ منْ نقطةِ إسنادٍ، مثلِ نقطةِ الأصلِ، وبطولٍ يُحدِّ
دُهُ الزاويةُ θ التي  مقياسُ رســمٍ مناســبٍ، واتجاهٍ تُحــدِّ
، مثلِ محورِ x الموجبِ  يصنعُها السهمُ معَ محورٍ مرجعيٍّ
عكسَ عقاربِ الساعةِ. ولأنَّ استعمالَ مقياسِ الرسمِ قدْ 
هُ يتعيَّنُ اســتعمالُ  لا يكــونُ دقيقًا في بعضِ الأحيانِ؛ فإنَّ

ةً لتمثيلِ المتجهاتِ. طريقةٍ أكثرَ دقَّ

يُمكِنُ تمثيــلُ المتجهِ )AB( في المســتوى الإحداثيِّ في 
A(x إلى 

1
, y

1
صورةِ قطعةٍ مســتقيمةٍ تمتدُّ منْ نقطةِ بدايتهِِ (

دُهُ رمزُ الســهمِ كما  B(x، وفي اتجاهٍ يُحدِّ
2
, y

2
نقطةِ نهايتهِِ (

في الشكلِ المجاورِ.

بــةَ الأفقيــةَ  تُســمّى المســافةُ الأفقيــةُ بيــنَ نقطــةِ بدايــةِ المتجــهِ ونقطــةِ نهايتـِـهِ المُركَّ
بةَ  x(، وتُسمّى المسافةُ الرأسيةُ بينهَُما المُركَّ

2
-x

1
(horizontal component)، وتساوي )

 .)y
2
-y

1
الرأسيةَ (vertical component)، وتساوي )

⇀

رموزٌ رياضيةٌ

يُرمَزُ إلــى المتجهِ الذي 

A، ونقطةُ  نقطةُ بدايتـِـهِ 
نهايتـِـهِ  B بالرمزِ AB أوْ 
v مكتوبًا بالخطِّ  بالرمزِ 
الغامقِ، ويُرمَزُ إليْهِ أيضًا 

بالرمــزِ  v ، وبخاصــةٍ 
عندَ كتابتهِِ بالقلمِ؛ نظرًا 
إلى صعوبةِ كتابتهِِ بخطٍّ 

غامقٍ.

v

B

A

⇀

⇀

a

θA

O

y

x

B

x

y

y
2
 - y

1
A(x

1 
, y

1
)

B(x
2 
, y

2
)

x
2
 - x

1

v
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الوحدةُ 7

بتيهِ الأفقيةِ والرأسيةِ  يُمكِنُ كتابةُ المتجهِ بالصورةِ الإحداثيةِ (coordinate form) بدلالةِ مُركَّ
)العموديةِ( كما يأتي:

v = AB = 〈x
2
-x

1
 , y

2
 - y

1
〉 = 〈a, b〉

إذا كانَــتْ نقطــةُ بدايةِ المتجــهِ هيَ نقطةَ الأصــلِ 0، كما 
هُ يكــونُ في الوضعِ القياســيِّ  في الشــكلِ المجــاورِ، فإنَّ

.(standard position)

⇀

اعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ المتجهاتِ الآتيةَ بالصورةِ الإحداثيةِ:
1   A B

B(3, 5) = (x
2
, y

2
A(1, 2) = (x، ونقطةُ نهايتهِِ هيَ (

1
, y

1
نقطةُ بدايةِ المتجهِ هيَ (

x
2
-x

1
= 3-1 = 2

y
2
-y

1
 = 5-2 = 3

 A B = 〈2, 3〉 ،ْإذن

2   B C

C(5, 3)  َونقطةُ نهايتهِِ هي ،B(3, 5) َنقطةُ بدايةِ المتجهِ هي
x

2
-x

1
= 5-3 = 2

y
2
-y

1
 = 3-5 = -2

 B C = 〈2, -2〉 ،ْإذن

3   D C

C(5, 3)  َونقطةُ نهايتهِِ هي ،D(5, 1) َنقطةُ بدايةِ المتجهِ هي
x

2
-x

1
= 5-5 = 0

y
2
-y

1
 = 3-1 = 2

 D C = 〈0, 2〉 ،ْإذن

y

x0

B

A

D

C

مثال 1

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

y

x
0

v

مُ أتعلَّ

يُعبَّــرُ عــنِ الانتقالِ إلى 
اتجــاهِ اليســارِ أوِ اتجاهِ 

الأســفلِ باســتعمالِ 
الأعدادِ السالبةِ.

طريقةٌ بديلةٌ

  A للانتقالِ مــنَ النقطةِ 
كُ  B، أتحرَّ إلى النقطــةِ 
وحدتيْــنِ إلــى اليمينِ، 
وثــاثَ وحــداتٍ إلى 

الأعلى.

رموزٌ رياضيةٌ

 〈a, b〉 يُســتعمَلُ الرمزُ 
a) لكتابــةِ المتجهِ 

b ) أوْ 
بصورتهِ الإحداثيةِ.
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  أتحقق من فهمي

اعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ المتجهاتِ الآتيةَ بالصورةِ الإحداثيةِ:

				    a)  EA			   b)  CD

				    c)  AB			   d)  DE

				    e)  BC			   f)  CB
�

y

x
0

CB

A E

D

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

مقدارُ المتجهِ )magnitude( هوَ كميةٌ قياســيةٌ تُمثِّلُ طولَ القطعةِ المســتقيمةِ الواصلةِ بينَ 
نقطتَيْ بدايةِ المتجهِ ونهايتهِِ.

هُ يُمكِنُ اســتعمالُ  P هيَ نقطةَ نهايتهِِ، فإنَّ
2
(x

2
, y

2
P هيَ نقطةَ بدايةِ v، وَ (

1
(x

1
, y

1
فــإذا كانَتْ (

:|v | ِنظريةِ فيثاغورس لإيجادِ الصيغةِ الآتيةِ لمقدارِ المتجه

|v | = √(x
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2

مُ أتعلَّ

 v ِيُرمَزُ إلى مقدارِ المتجه
|v | ِبالرمز

مقدارُ المتجهِ:

هُ يُمكِنُ  P هيَ نقطةَ نهايتهِِ، فإنَّ
2
(x

2
,y

2
P هيَ نقطةَ بدايةِ المتجهِ v، وَ (

1
(x

1
, y

1
إذا كانَــتْ (

إيجادُ مقدارِ المتجهِ | v| باستعمالِ الصيغةِ الآتيةِ:

|v | = √(x
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2

وإذا كانَ المتجــهُ v مكتوبًا بالصورةِ الإحداثيةِ v = 〈a, b〉 ، فإنَّــهُ يُمكِنُ إيجادُ مقدارِهِ 
باستعمالِ الصيغةِ الآتيةِ: 

|v | = √a2+b2

مفهومٌ أساسيٌّ
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 أَجِدُ مقدارَ المتجهِ v في الشكلِ المجاورِ. 1

دُ إحداثياتِ كلٍّ منْ نقطــةِ بدايةِ المتجهِ، ونقطةِ  الخطوةُ 1: �أُحدِّ
نهايتهِِ.

إحداثيا نقطةِ بدايةِ المتجهِ (3 ,2)، وإحداثيا نقطةِ نهايتهِِ (6 ,8).

ضُ الإحداثياتِ بصيغةِ مقدارِ المتجهِ. الخطوةُ 2: أُعوِّ

|v | = √(x
2
-x

1
)2 + (y

2
-y

1
)2 	 صيغةُ مقدارِ المتجهِ

= √(8-2)2 + (6-3)2    	  بالتعويضِ

= √36 + 9  		    بالتبسيطِ

= 3 √5  			    بالتبسيطِ

AB = 〈4, -3〉 ِأَجِدُ مقدارَ المتجه  2

المتجهُ مكتوبٌ بالصورةِ الإحداثيةِ، إذنْ:

|AB | = √a2 + b2 	 صيغةُ مقدارِ المتجهِ

 = √42 + (-3)2 	 بالتعويضِ

= 5 	 بالتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ مقدارَ كلِّ متجهٍ ممّا يأتي:

a)  AB = 〈-1, 4〉			   b)  CD = 〈5, -7〉

y

x0

v

مثال 2

⇀

مثال 2

⇀

⇀ ⇀

مُ أتعلَّ

يُمكِنُ أيضًــا التعبيرُ عنِ 

اتجــاهِ المتجــهِ بدلالةِ 
اتجاهِهِ منَ الشمالِ.

N

v

θ

يُمكِنُ اســتعمالُ النســبِ المثلثيةِ لإيجادِ اتجاهِ المتجهِ، وذلكَ باستعمالِ المثلثِ قائمِ الزاويةِ 
الذي يُمثِّلُ المتجهُ وترًا فيهِ. 



86

أَجِدُ اتجاهَ  AB في الشكلِ المجاورِ.

AB َالخطوةُ 1: أَجِدُ اتجاه

أستعملُ نسبةَ الظلِّ في المثلثِ قائمِ الزاويةِ الذي يُمثِّلُ AB وترًا فيهِ:

tanθ = 
y

x
	 استعمالُ نسبةِ الظلِّ لإيجادِ الزاويةِ

= 
7

7
 = 1 	 بالتعويضِ

θ = tan-1(1) = 45° 	 باستعمالِ معكوسِ الظلِّ

. إذنْ، اتجاهُ AB هوَ °45 معَ الأفقيِّ

  أتحقق من فهمي

أَجِدُ اتجاهَ AB في الشكلِ المجاورِ. 

مثال 3

⇀

⇀

⇀

⇀

⇀

θ

y

x0

B(-3, 5)

A(3,-2)

y

x0

دٍ يُمكِنُ تمثيلُها بمتجهٍ. في الشكلِ  الســرعةُ المتجهةُ )velocity( هيَ ســرعةٌ في اتجاهٍ مُحدَّ
كَ في مسارٍ مستقيمٍ، فصنعَ زاويةً قياسُها   المجاورِ، يُمثِّلُ المتجهُ v السرعةَ المتجهةَ لجسمٍ تحرَّ

θ معَ محورِ x الموجبِ، وقدْ مثَّلَ مقدارُ المتجهِ | v| سرعةَ هذا الجسمِ. 

بةَ  v المُركَّ
y
بةَ الأفقيةَ للســرعةِ المتجهةِ، وتُمثِّلُ  v المُركَّ

x
تُمثِّلُ 

v = 〈v
x 
, v

y 
الرأسيةَ لهذهِ السرعةِ، حيثُ:  〈

إرشادٌ

أســتعملُ الآلةَ الحاسبةَ 
  tan-1(1) َالعلميةَ لأجد

كما يأتي:

SHIFT  Tan  1

θ

v
y

v
x

v



87

الوحدةُ 7

بتيْنِ الأفقيةِ والرأســيةِ للسرعةِ المتجهةِ بدلالةِ  يُمكِنُ اســتعمالُ النســبِ المثلثيةِ لكتابةِ المُركَّ
الزاويةِ θ التي تصنعُها السرعةُ المتجهةُ معَ محورِ x الموجبِ كما يأتي: 

v
x
 = |v | cosθ

v
y
 = |v | sinθ

عندئذٍ، يُمكِنُ كتابةُ السرعةِ المتجهةِ بالصورةِ الإحداثيةِ كما يأتي:

v = 〈 |v | cosθ, |v | sinθ 〉

مُ أتعلَّ

قدْ يُمثِّلُ المتجــهُ أيضًا 
مســافةً متجهةً، أوْ قوةً 

متجهةً.  

 مثال 4: من الحياة 

كرةُ قدمٍ: ركلَ ريّانُ كرةً بسرعةِ 25m/s، كما في الشكلِ 
. أكتبُ المتجهَ  المجاورِ، وبزاويةٍ مقدارُها °40 معَ الأفقيِّ

الذي يُمثِّلُ السرعةَ المتجهةَ للكرةِ بالصورةِ الإحداثيةِ.

:θ = 40° َو ،|v | = 25 ِطًا يُعبِّرُ عنِ المسألةِ، بحيثُ يكونُ فيه أرسمُ شكلً مُبسَّ

v = 〈|v|cosθ, |v|sinθ 〉   		    v
y
=|v| sinθ و ،v

x
=|v| cosθ

= 〈25 cos40°, 25 sin40° 〉   		  بالتعويضِ

 = 〈25×0.7660, 25×0.6428〉 	 بتعويضِ قيمِ النسبِ المثلثيةِ للزاويةِ 40°

= 〈19.15,16.07〉   			     بالتبسيطِ

 v = 〈19.15, 16.07〉 ،ْإذن

هوَ المتجهُ الذي يُمثِّلُ سرعةَ الكرةِ.

  أتحقق من فهمي

مُ فيها ميســاءُ عنْ بُعْدٍ، بزاويةٍ  ألعابٌ: أقلعَتْ طائرةٌ تتحكَّ
قياسُها °35  عنْ سطحِ الأرضِ، وبسرعةِ m/s 6  كما في 

الشكلِ المجاورِ. 
أكتبُ المتجهَ الذي يُمثِّلُ السرعةَ المتجهةَ للطائرةِ.

25 m/s

40°

v
y

v
x

v

35°

6 m/s

ازدادَ الاعتمــادُ علــى 
بُعْدٍ  الطائراتِ المُسيَّرةِ عنْ 
في كثيرٍ مــنَ المجالاتِ، 
مثلِ: رصــدِ الازدحاماتِ 
المروريةِ، ومراقبةِ انتشــارِ 

حرائقِ الغاباتِ.
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أتدرب وأحل المسائل

أكتبُ كلَّ متجهٍ عُلمَِتْ نقطتا بدايتهِِ ونهايتهِِ في ما يأتي بالصورةِ الإحداثيةِ، ثمَّ أَجِدُ مقدارَهُ:

1    (2, 5) , (4, -1)		  2    (-4, 7) , (-3, 0)		 3    (6, -2), (8, 1)

4    (4, -9), (3, -5)		  5    (-1.5, 3), (0.5, -4)	 6    (-6, - 
2

3
 ), (-2, - 

1

3
 )

 اعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ كلًّ منَ المتجهاتِ الآتيةِ بالصورةِ الإحداثيةِ:

					     7    AB			   8    DB

					     9    CB			   10    CA

					     11    AC			   12    DA

 في السؤالِ السابقِ، أُبيِّنُ أنَّ |AD| = |DC|. ماذا أستنتجُ منْ موقعِ النقطةِ D على القطعةِ المستقيمةِ  AC ؟ 13 

أَجِدُ مقدارَ كلِّ متجهٍ ممّا يأتي:

14   〈 2,-6〉				   15   〈 7,-8〉			   16   〈 -1,-1〉

17   〈 3,5〉				    18   〈 0,0〉			   19   〈 2, 9〉

إذا كانَــتْ M هيَ نقطةَ منتصفِ FG ، حيثُ F(4, 2)  وَ G(2, 6)، وكانَتْ O هيَ نقطةَ الأصلِ، فأكتبُ كلَّ متجهٍ ممّا يأتي 
بالصورةِ الإحداثيةِ:

20    FG				    21    GF			   22    OM

 أُعبِّرُ عنِ اتجاهِ المتجهِ P في الشكلِ المجاورِ بطريقتيْنِ. 23 

 �حيواناتٌ: أكتبُ الســرعةَ المتجهةَ لثعلبٍ يُطــارِدُ أرنبًا على منحدرٍ  24 

 ، v
x
 = 27 km/h ُبالصــورةِ الإحداثيةِ إذا كانَتْ ســرعتُهُ الأفقيــة

v
y 
 = 25 km/h  ُوسرعتُهُ الرأسية

y

x

0

A

B

C

D

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀

y

x0

P

25°
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،350N فيزياءُ: تدفعُ نورُ عربةً بقوةٍ مقدارُها�  25 

 .  وبزاويةٍ قياسُها  °63 معَ المحورِ الأفقيِّ
أكتبُ متجهَ القوةِ بالصورةِ الإحداثيةِ.

.x ِوصنعَ زاويةً مقدارُها °90 معَ محور ،|v | = 27 َبالصورةِ الإحداثيةِ إذا كان v َأكتبُ المتجه  26 

.x ِوصنعَ زاويةً مقدارُها °320 معَ محور ،|v | = 10 َبالصورةِ الإحداثيةِ إذا كان v َأكتبُ المتجه  27 

 �خــرجَ عبــدُ الرحمــنِ مــنْ منزلِــهِ، وســارَ بخــطٍّ مســتقيمٍ شــرقًا إلــى المســجدِ  �28 

ــا  ــتقيمٍ جنوبً ــطٍّ مس ــارَ بخ ــرى، وس ةً أُخ ــرَّ ــهُ م ــرجَ منْ ــمَّ خ ــافةَ m 248، ث مس
ــزلِ  ــنَ من ــارِ بي ــنِ المس ــرُ ع ــافةَ m 562. أُعبِّ ــى مس ــهِ يحي ــزلِ صديقِ ــوَ من نح
ــةِ  ــورةِ الإحداثي ــهٍ بالص ــكلِ متج ــى ش ــهِ عل ــزلِ صديقِ ــنِ ومن ــدِ الرحم عب

ــا(. ــافةٍ بينَهُم ــرُ مس ــوَ أقص ــنِ ه ــنَ نقطتيْ ــدُ بي ــادٌ: البُعْ )إرش

مهارات التفكير العليا

 ،B ِنقطةُ نهايتهِِ، فأَجِـدُ إحداثيَّيِ النقطة B(3, y) ُنقطـةُ بدايتـِهِ، والنقطـة A(1, 2) ُحيـث |AB| = √13  َإذا كان :  �تحـدٍّ 22

رًا إجابتي. مُبـرِّ

رُ إجابتي.  تبريرٌ: ما مجموعةُ قيمِ b التي يكونُ عندَها مقدارُ المتجهِ 〈b ,4〉 يساوي 5؟ أُبرِّ 23

 أكتشفُ الخطأَ: حسبَ كلٌّ منْ ناصرٍ وليلى مقدارَ المتجهِ v = 〈6, -1〉، فكانَتْ إجابةُ كلٍّ منهُْما كما يأتي: 24

ناصرٌ
|v | = 37

ليلى
|v | = √35

رًا إجابتي؟ هُما إجابتُهُ صحيحةٌ، مُبرِّ أيُّ

، ثمَّ أكتبُهُ بالصورةِ الإحداثيةِ، ثمَّ أَجِدُ مقدارَهُ.  مسألةٌ مفتوحةٌ: أرسمُ متجهًا على المستوى الإحداثيِّ 25

63°

350 N

⇀

N

S

NENW

SESW

EW
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الدرسُ

2
جمعُ المتجهاتِ وطرحُها

Adding and Subtracting Vectors

 �إجراءُ العملياتِ على المتجهاتِ. فكرةُ الدرسِ � 

 المتجهاتُ المتساويةُ، المتجهاتُ المتوازيةُ، معكوسُ المتجهِ، المحصلةُ.   المصطلحاتُ � 

 �بدأَتْ طائرةٌ رحلتَها نحوَ الشمالِ بســرعةٍ مقدارُها km/h 450، لكنَّها  مسألةُ اليومِ � 
واجهَتْ رياحًا شرقيةً سرعتُها km/h 60، فأخذَتِ تنحرفُ نحوَ اليسارِ. 

لَ اتجاهَها وسرعتَها ليصلَ إلى وِجهتهِِ منْ دونِ تأخيرٍ؟ كيفَ يُمكِنُ للطيارِ أنْ يُعدِّ

المتجهانِ المتســاويانِ (equal vectors) هما متجهانِ لهُما 
نفــسُ الاتجاهِ والمقدارِ. ففي الشــكلِ المجــاورِ، المتجهاتُ 

a = b = c :ِمتساويةٌ، وبالرموز a, b, c

المتجهانِ المتوازيانِ (parallel vectors) هما متجهانِ لهُما 
الاتجاهُ نفسُهُ، أوْ عكسُهُ، وليسَ شــرطًا أنْ يكونَ لهُما المقدارُ 
نفسُــهُ. ففي الشــكلِ المجاورِ، المتجهــاتُ a, e, f متوازيةٌ، 

 a || e || f:ِوبالرموز

معكــوسُ المتجــهِ (opposite vectors) هوَ متجــهٌ لهُ نفسُ 
مقدارِ متجهٍ آخرَ، لكنَّهُ في اتجاهٍ مُعاكِسٍ لهُ. ففي الشكلِ المجاورِ، 

d = - a َّ؛ أيْ إن– a :ِوبالرمز ،a ِمعكوسُ المتجه d ُالمتجه

 

في الشــكلِ المجاورِ، QRSP متوازي أضلاعٍ، فيهِ PQ = a ، وَ QR = b. أُعبِّرُ عنْ كلٍّ ممّا 
:b َو a ِيأتي باستعمالِ المتجهيْن

1   SR 		

      SR = a			     PQ ِمتجهٌ موازٍ ومساوٍ للمتجه⇀

2   SP 

      SP = -b			     QR ِمتجهٌ موازٍ ومعكوسٌ للمتجه⇀

R

S

bQ

a

P

⇀ ⇀

مثال 1

⇀

⇀

⇀

⇀

a

a

a

b

e

d

c

f
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اعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ المتجهَ الذي يُمثِّلُ ناتجَ الجمعِ في كلٍّ ممّا يأتي:

1   BC + CA

BC + CA = BA	 	 BA ُفينتج ،CA ِبنقطةِ نهاية BC ِأَصِلُ نقطةَ بداية⇀ ⇀ ⇀

C

B

E

A

D2 مثال

⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀

3   QP 

      QP = -a			     PQ ِمتجهٌ موازٍ ومعكوسٌ للمتجه⇀

4   RQ 

      RQ = -b			    QR ِمتجهٌ معكوسٌ للمتجه⇀

  أتحقق من فهمي

في الشــكلِ المجاورِ، ABCD مســتطيلٌ، فيهِ AB = a ، وَ BC = b . أُعبِّرُ عنْ كلٍّ ممّا يأتي 
:b َو a ِباستعمالِ المتجهيْن

a)  AD			  	 b)  DC		 		  c)  CB

⇀

⇀

⇀

⇀

S

b

a B

C

A

D
⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀

جمعُ المتجهاتِ هندسيًّا

يُمكِــنُ إجراءُ عمليــاتٍ علــى المتجهاتِ، مثــلِ: الجمعِ، 
والطرحِ.

بعُِ الخطواتِ الآتيةَ: لإيجادِ a + b هندسيًّا، أَتَّ
 .a َالخطوةُ 1: أرسمُ المتجه

الخطوةُ 2: �أرسمُ المتجهَ b بحيثُ تكونُ نقطةُ بدايتهِِ هيَ نقطةَ 
 .a ِنهايةِ المتجه

الخطوةُ 3: �أَصِلُ بينَ نقطةِ بدايةِ المتجهِ a ونقطةِ نهايةِ المتجهِ 
 .a + b َفيكونُ المتجهُ الناتجُ هوَ المتجه ،b

.(resultant) َيُسمّى المتجهُ الناتجُ منْ جمعِ متجهيْنِ أوْ أكثرَ المحصلة

b
a

b

a + b

a

مُ أتعلَّ

يُطلَقُ على هذهِ الطريقةِ 
فــي جمــعِ المتجهاتِ 
هندســيًّا اســمُ قاعــدةِ 

المثلثِ.
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2   BA + AE + EC

BA + AE + EC = BC	 EC ِبنقطةِ نهاية BA ِأَصِلُ نقطةَ بداية⇀ ⇀

3   AB + BC + CD + DE

AB + BC + CD + DE = AE	 DE ِبنقطةِ نهاية AB ِأَصِلُ نقطةَ بداية⇀ ⇀

4   AB + BC + CA

AB + BC + CA = AA	 CA ِبنقطةِ نهاية AB ِأَصِلُ نقطةَ بداية⇀ ⇀

  أتحقق من فهمي

اعتمادًا على الشكلِ في المثالِ 2، أكتبُ المتجهَ الذي يُمثِّلُ ناتجَ الجمعِ في كلٍّ ممّا يأتي:

a)  AE + EC + CB 				    b)  BE + ED + DC

⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀ ⇀ ⇀ ⇀

طرحُ المتجهاتِ هندسيًّا

يُمكِنُ إيجادُ ناتجِ طرحِ متجهيْنِ أوْ أكثرَ، أوْ ناتجِ ضربِ متجهٍ في عددٍ ثابتٍ هندسيًّا.

لإيجادِ a-b، أجمعُ المتجهَ a معَ معكوسِ المتجهِ b؛ أيْ: 

a-b = a + (-b)

ولذلكَ يُمكِنُ إيجادُ ناتجِ طرحِ a-b هندسيًّا بطريقةٍ مشابهةٍ 
 لعمليةِ الجمعِ كما في الشكلِ المجاورِ.

-b َو a َأَجِدُ محصلة

ضربُ المتجهِ في عددٍ ثابتٍ هندسيًّا

ينتجُ منْ ضــربِ المتجهِ a في العددِ الحقيقــيِّ k متجهٌ موازٍ 
 k َالاتجاهُ نفسُهُ إذا كان aَو ،ka ِويكونُ للمتجهيْن ،a ِللمتجه

عددًا موجبًا، واتجاهانِ مُتعاكِسانِ إذا كانَ k عددًا سالبًا.
	 2a = a + a

	 -2a = (-a) + (-a)

a-b

-b

b

a

2a

-2aa

مُ أتعلَّ

 AA  �يُســمّى المتجهُ  ·

؛  المتجــهَ الصفــريَّ
وهــوَ متجهٌ ليــسَ لهُ 

مقدارٌ واتجاهٌ.
:  �لأيِّ متجهٍ a، فإنَّ ·

a + 0 = 0 + a = a

a+(-a)=(-a)+a=0

⇀

C

B

E

A

D
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الوحدةُ 7

 

اعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أَجِدُ هندسيًّا كلًّ ممّا يأتي:

1   2q + p

2q َالخطوةُ 1:  �أرسمُ المتجه

p َ2 وq ِالخطوةُ 2:  أَجِدُ محصلةَ المتجهيْن

2   q - 3p

 q ِ3- منْ رأسِ المتجهp َالخطوةُ 1:  �أرسمُ المتجه

-3p َو q ِالخطوةُ 2: أَجِدُ محصلةَ المتجهيْن

  أتحقق من فهمي

اعتمادًا على الشكلِ في المثالِ 3، أَجِدُ هندسيًّا كلًّ ممّا يأتي:

a)  p + 3q			   b)  3q - 2p			   c)  2q - 
1

2
 p

q p

مثال 3

2q + p

pq

q

-p

-p

-pq-3p

q

اكتُشِفَتِ المتجهاتُ قبلَ 
200 عــامٍ تقريبًا، وهيَ 

تُعَدُّ منَ الفروعِ الحديثةِ 
فــي علــمِ الرياضياتِ 
مقارنةً بعلمِ الجبرِ. وقدْ 
أســهمَ اكتشــافُها كثيرًا 
في الربطِ بينَ الهندســةِ 
والجبــرِ؛ مــا أدّى إلى 

رِ علمِ الرياضياتِ. تطوُّ
جمعُ المتجهاتِ وطرحُها جبريًّا

يُمكِنُ إيجادُ ناتــجِ الجمعِ والطرحِ للمتجهاتِ المكتوبةِ بالصــورةِ الإحداثيةِ عنْ طريقِ جمعِ 
باتهِا الأفقيةِ والرأسيةِ، أوْ طرحِها. مُركَّ

: b = 〈x، وكانَ k عددًا حقيقيًّا، فإنَّ
2
, y

2
a = 〈x ، وَ〈 

1
, y

1
إذا كانَ 〈

a+b = 〈x
1
+x

2
, y

1
+y

2
〉    a-b = 〈x

1
-x

2
, y

1
-y

2
〉    ka =〈kx

1
, ky

1
〉

مفهومٌ أساسيٌّ
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 إذا كانَ a = 〈3, 1〉، وَb = 〈-4, 6〉، وَc = 〈-3, -1〉، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:
1   a + b

	 a + b = 〈3 + (-4), 1 + 6〉 

	 = 〈-1, 7〉

2   2a 

2a = 〈2 × 3, 2 × 1〉 = 〈6, 2〉

3   c-b

	 c - b = 〈-3 - (-4), -1 - 6〉 

	 = 〈1,-7〉 

4   a + c

	 a + c = 〈3 + (-3), 1 + (-1)〉 

	 = 〈0, 0〉

  أتحقق من فهمي

إذا كانَ a = 〈3, 1〉، وَb = 〈-2, 7〉، وَc = 〈0, -5〉، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:
a)  -b          b)  4c          c)  b-c          d)  4a + 3c

مثال 4

مُ أتعلَّ

 a ُفي المثــالِ 4، المتجه

هوَ معكــوسُ المتجهِ c؛ 

لأنَّ مجموعَهُما يساوي 

: ؛ أيْ إنَّ المتجهَ الصفريَّ

a + c = 0

رُ أُفكِّ

ما العلاقةُ بينَ المتجهيْنِ 

v - u ، u-v؟

ةٍ، مثلِ: الهندسةِ، والطيرانِ.  لجمعِ المتجهاتِ وطرحِها تطبيقاتٌ في مجالاتٍ عِدَّ

 مثال 4: من الحياة 

ملاحةٌ جويةٌ: بدأَتْ طائرةٌ رحلتَها نحوَ الشــرقِ بسرعةٍ مقدارُها km/h 400، لكنَّها واجهَتْ 
رياحًا تهبُّ منَ الشمالِ الشــرقيِّ بســرعةٍ مقدارُها km/h 50. كيفَ يُمكنُِ لرُِبّانِ الطائرةِ أنْ 

لَ مقدارَ سرعتهِا واتجاهَها ليصلَ إلى وِجهتهِِ منْ دونِ تأخيرٍ؟ يُعدِّ

الخطوةُ 1: أرسمُ المتجهيْنِ اللذيْنِ يُمثِّلانِ السرعةَ والاتجاهَ لكلٍّ منَ الطائرةِ، والرياحِ.
يُمثِّلُ المتجهُ f السرعةَ المتجهةَ للطائرةِ.

هُ يجبُ على  يُمثِّلُ المتجهُ w الســرعةَ المتجهةَ للرياحِ. أُلاحِظُ منَ الشكلِ الآتي أنَّ
. الطائرةِ أنْ تنحرفَ عنْ مسارِها قليلً بحيثُ تعيدُها الرياحُ إلى مسارِها الأصليِّ

f
w

رُ أتذكَّ

يُمثِّلُ مقدارُ )طولُ( كلٍّ 
 w ِوالمتجه f ِمنَ المتجه

سرعةً، لا مسافةً.
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الوحدةُ 7

الخطوةُ 2: أرسمُ المتجهَ الذي يُمثِّلُ السرعةَ المتجهةَ للرياح بعدَ انحرافهِا عنْ مسارِها.

f

e
135°

θ
-w

ــذا،  ــوَ °45؛ ل ــاهَ w ه ــإنَّ اتج ، ف ــرقيِّ ــمالِ الش ــنَ الش ــبُّ م ــاحَ ته ــا أنَّ الري بم
ــانِ علــى مســتقيمٍ(،  ــانِ متجاورت ــنَ f وwَ تســاوي °135 )زاويت ــةَ بي ــإنَّ الزاوي ف

–w َو f ِــن ــةَ المتجهيْ ــوَ محصل ــهُ e ه ــونُ المتج ويك

دُ سرعةَ الطائرةِ بعدَ انحرافهِا. الخطوةُ 3: أُحدِّ
.x  ْوليكن ،e ِمقدارُ سرعةِ الطائرةِ بعدَ انحرافهِا عنْ مسارِها يساوي مقدارَ المتجه

x
135°θ 50

400

أَجِدُ طولَ x باستعمالِ قانونِ جيوبِ التمامِ:

a2 = b2 + c2 - 2bc cosA 			    قانونُ جيوبِ التمامِ
x2 = 4002 + 502 - 2×400×50cos135°  	 بالتعويضِ

 = 190784.3   			   بالتبسيطِ، واستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ
x ≈ 436.8     				    

الخطوةُ 4: أَجِدُ قياسَ زاويةِ انحرافِ الطائرةِ  θ باستعمالِ قانونِ الجيوبِ:
sin C

c
 = 

sin A

a
    				    قانونُ الجيوبِ

sin θ

50
 = 

sin 135°

436.8
 			   	 بالتعويضِ

θ = sin-1(0.0809) 		  بالتبسيطِ
≈ 4.64°   			   باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ

°4.64 شمالَ الشرقِ، ويزيدَ مقدارَ  بّانِ أنْ يحرفَ مسارَ الطائرةِ بزاويةِ  إذنْ، يجبُ على الرُّ
400 km/h 436.8، عندئذٍ ستعملُ الرياحُ على تقليلِ مقدارِ سرعتهِا إلى km/h سرعتهِا إلى

  أتحقق من فهمي

ملاحةٌ بحريةٌ: انطلقَ قاربٌ شــراعيٌّ منْ ميناءٍ بســرعةٍ متجهةٍ مقدارُها km/h 30، مُتَّجِهًا إلى 
جزيــرةٍ تقعُ غربَهُ. وفي هذهِ الأثناءِ، هبَّتْ رياحٌ بلغَتْ ســرعتُها المتجهةُ km/h 10 بزاويةِ 25° 
جنوبَ الغربِ. كيفَ يُمكِنُ للبَحّارِ تعديلُ مقدارِ سرعةِ القاربِ واتجاهِهِ للوصولِ إلى وِجهتهِِ منْ 

دونِ تأخيرٍ؟

مُ أتعلَّ

 –w ُلماذا وُضِعَ المتجه
بدلً منَ المتجهِ w؟

استطاعَ الأخوانِ رايت 
في العقدِ الأولِ منَ القرنِ 

العشرينَ أنْ يصنعا أولَّ 
كٍ، ويُمكِنُ  طائرةٍ تعملُ بمُحرِّ

مُ فيها. التحكُّ



96

أتدرب وأحل المسائل

 :b َو a ِاعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ كلَّ متجهٍ ممّا يأتي بدلالة
		  1    E I 		  2    FC		  3    DE

		  4    GE		  5    4GD		  6    CA

إذا كانَ a = 〈34,-86〉، وَb = 〈-65, 17〉 ، وَc = 〈9, -1〉، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:

7    a + c			   8    b-a		  9    3c + b		  10    a + b - 2c

:t َو s َو r ِاعتمادًا على الشكلِ المجاورِ، أكتبُ كلًّ منَ المتجهاتِ الآتيةِ بدلالة
		  11    SR		  12    ST			  13    RS

 إذا كانَ 〈3x-y, y-x2〉 = 〈5- ,7〉، فما قيمةُ كلٍّ منْ x وَ y؟ 14 

: إذا كانَ e = 〈-3, -2〉 ، وَ f = 〈2, 4〉 ، فأُمثِّلُ كلًّ منَ المتجهاتِ الآتيةِ على المستوى الإحداثيِّ

15    e + f				    16    3f				   17    e - f

18    f - e				    19    4e				   20    2f + e

| 1
3

 e | ، |4d-3e| ُفأَجِد ، e = 〈11, -8〉 َو ، d = 〈5, 9〉 َإذا كان  21 

 Q َو ،OB ُمنتصف R ِشــبهُ منحرفٍ، فيه OACB ،ِفي الشــكلِ المجاور
منتصفُ AC . إذا كانَ BC = 2a وَ OB = b ، فأكتبُ كلًّ منَ المتجهاتِ 

:b َو a ِالآتيةِ بدلالة
	 22    QR	 23    AQ	 24    RQ

 كيفَ يُمكِنُ تحديدُ إذا كانَ OA وَ BC متوازييْنِ في الشكلِ OACB؟ 25 

 �رياضةٌ: في سباقٍ للمشيِ، انطلقَتْ رندُ منْ نقطةِ البدايةِ، فقطعَتْ مسافةَ km 15 في اتجاهِ الشرقِ، ثمَّ اتجهَـتْ شمالً  26 

مسافةَ km 17، كمْ كيلومترًا تبعدُ رندُ عنْ نقطةِ البدايةِ؟

كَ مسافةَ km 70 في اتجاهِ الشرقِ. أَجِدُ اتجاهَ القاربِ    �نزهةٌ بحريةٌ: أبحرَ قاربٌ سياحيٌّ مسافةَ km 40 جنوبًا، ثمَّ تحرَّ 27 

وبُعْدَهُ عنْ نقطةِ انطلاقِهِ.

B

F

CH

E

D

A G

I

b

a

⇀ ⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀

O

R S

T
t

sr

⇀ ⇀ ⇀

CB

b

R

Aa

2a

O

Q
⇀ ⇀

⇀ ⇀ ⇀
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الوحدةُ 7

 أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 28 

 �سباقُ زعانفَ: شاركَ سامي في ســباقِ الزعانفِ الذي نظَّمَهُ اتحادُ الرياضاتِ البحريةِ على شاطئِ خليجِ العقبةِ. سبحَ  29 

سامي بســرعةٍ متجهةٍ مقدارُها km 3  في اتجاهِ الجنوبِ، لكنَّهُ واجهَ أمواجًا ســرعتُها km 1.8، وقدْ دفعَتْهُ إلى اتجاهِ 
الشرقِ، فغيَّرَ مقدارَ سرعتهِِ واتجاهَها ليقاومَ الأمواجَ، ويفوزَ بالسباقِ. أَجِدُ السرعةَ المتجهةَ التي يجبُ أنْ يسبحَ بها سامي.

�تحويلاتٌ هندســيةٌ: أُجرِيَ انسحابٌ للشــكلِ ABCD المجاورِ باستعمالِ 
المتجــهِ 〈a, b〉، حيــثُ a مقدارُ الانســحابِ على محــورِ x، وَ b مقدارُ 

:y ِالانسحابِ على محور

.〈a, b〉 ُأَجِد  30 

 �إذا أُجرِيَ انســحابٌ للشكلِ  'A'B'C'D  باســتعمالِ المتجهِ 〈4- ,3〉، فأرسمُ الشكلَ الناتجَ منَ الانسحابِ، وأُسمّيهِ  31 

.A''B''C''D''

.A''B''C''D'' ِإلى الشكل ABCD  ِالذي يصفُ انسحابَ الشكل 〈f, e〉 َدُ المتجه  أُحدِّ 32 

 �انطلقَتْ ســيارةٌ منَ المدينةِ A إلى المدينةِ B، فقطعَتْ مســافةَ km 200 في اتجاهِ °040، ثمَّ غيَّرَتِ اتجاهَ حركتهِا إلى  33 

.A ِوبُعْدَها عنِ النقطة B ِ150. أَجِدُ اتجاهَ النقطة km َ050، وقطعَتْ مسافة°

 .y َو x ِ3>، فأَجِدُ قيمةَ كلٍّ منَ العدديْن, x>+ y2<3, 5> - <15, 7> = 0 ْإذا كانَت�  34 

مهارات التفكير العليا

كَ مسافةَ km 40 شرقًا، ثمَّ مسافةَ   �تبريرٌ: انطلقَ يختٌ في رحلةٍ بحريةٍ منَ الميناءِ، فقطعَ مسافةَ km 60 شمالً، ثمَّ تحرَّ 35 

km 16 جنوبًا، فوصلَ إلى جزيرةٍ. أَجِدُ بُعْدَ الجزيرةِ عنِ الميناءِ، ثمَّ أَجِدُ المسافةَ التي قطعَها اليختُ في رحلتهِِ البحريةِ 

حتى وصلَ الجزيرةَ، وأُقارِنُ بينهَُما.

: يُمثِّلُ الشكلُ المجاورُ OAB مثلثًا مُتطابقَِ الأضلاعِ، ويُمثِّلُ فيهِ M مركزَ المثلثِ؛ تحدٍّ
ما يعني أنَّ المستقيمَ الواصلَ بينَ رأسِ المثلثِ والنقطةِ M عموديٌّ على الضلعِ المقابلِ:

 أكتبُ المتجهَ AB بالصورةِ الإحداثيةِ. 36 

OM = 
1

3
 (a + b) َّأُثبتُِ أن  37 

y

x0

A

B

C

D
A′

B′

C′

D′

B

M

O

a

b

A

⇀

⇀
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الدرسُ

3
الضربُ القياسيُّ
Scalar Product

 ضربُ المتجهاتِ، وايجادُ قياسِ الزاويةِ بينَ متجهيْنِ.  فكرةُ الدرسِ � 

.  الضربُ القياسيُّ المصطلحاتُ � 

 �دفعَ محمدٌ عربةَ طفلتهِِ بقوةٍ مقدارُها N 70، وبزاويةٍ مقدارُها 54°  مسألةُ اليومِ � 
 ،)J( 18. ما مقدارُ الشغلِ الذي بذلَهُ لدفعِ العربةِ بوحدةِ جول m َمسافة

وبإهمالِ قوةِ الاحتكاكِ؟

فُ في هذا  فْتُ ســابقًا العملياتِ على المتجهاتِ، مثلَ ضربِ متجهٍ في عددٍ ثابتٍ، وسأتعرَّ تعرَّ
الدرسِ كيفيةَ إيجادِ ناتجِ ضربِ متجهيْنِ.  الضربُ القياســيُّ (scalar product) هوَ عمليةٌ 

v dot w  :ُوتُقرَأ ، v • w ِجبريةٌ بينَ متجهيْنِ، تنتجُ منهْا كميةٌ قياسيةٌ، ويُرمَزُ إليْها بالرمز

 

:v · w ُفأَجِد ،w = 〈-5, 4〉 َو ،v = 〈2, 8〉 َإذا كان

v · w = v
1
 w

1
+ v

2
 w

2
	 صيغةُ الضربِ القياسيِّ

= 2 ×-5 + 8×4 بالتعويضِ	

= -10 + 32 بالتبسيطِ	

= 22 	

  أتحقق من فهمي

إذا كانَ v = 〈-3, 2〉، وَ u = 〈6, 9〉، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:
a)  u · v			   b)  v · u	 		  c)  u · u

مثال 1

مُ أتعلَّ

: لأيِّ متجهٍ u ، فإنَّ

u · u = |u|2

مُ أتعلَّ

يُسمّى الضربُ القياسيُّ 
أيضًا الضــربَ النقطيَّ 

Dot product

  : الضربُ القياسيُّ
  v · w = v

1
 w

1 
+ v

2
 w

2
  : w = 〈w ، فإنَّ

1
, w

2
v = 〈v ، وَ 〈

1
, v

2
إذا كانَ 〈

مفهومٌ أساسيٌ
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w = 〈w ، فإنَّ طولَ المتجهِ المرسومِ باللونِ 
1
, w

2
v = 〈v ، وَ 〈

1
, v

2
هُ إذا كانَ 〈 فْتُ سابقًا أنَّ تعرَّ

w-v = 〈w
1
-v

1 
, w

2
-v

2
الأخضرِ في الشكلِ المجاورِ هوَ |w-v| ، حيثُ: 〈

: وباستعمالِ قانونِ جيوبِ التمامِ، فإنَّ

	 |w-v|2 = |w|2 + |v|2 - 2 |w| |v| cosθ

	 (w
1
-v

1 
)2 + (w

2
-v

2
)2 = |w|2 + |v|2 - 2 |w| |v| cosθ

	 = w
1

2+ w
2

2 + v
1

2 + v
2

2 - 2|w| |v| cosθ

	w
1

2- 2w
1
 v

1
 + v

1

2 + w
2

2 -2 w
2
 v

2
 + v

2

2 = w
1

2 + w
2

2 + v
1

2+ v
2

2 – 2|w||v|cosθ

	 -2w
1
v

1
 - 2w

1
v

1
 = -2|w| |v| cosθ� بالتبسيطِ

	 w
1
 v

1
 + w

2
 v

2
 = |w| |v| cosθ� بالتبسيطِ

	 v
1
 w

1
 + v

2
 w

2
 = |v| |w| cosθ� الخاصيةُ التبديليةُ

	 v . w= |v| |w| cosθ

 : ولذلكَ، فإنَّ
	 cosθ = v · w

|v| |w|

θ

v

w

w-v

يُمكِنُ إيجادُ الضربِ القياسيِّ للمتجهيْنِ a وbَ باستعمالِ الصيغةِ الآتيةِ:

a · b = |a|  |b|  cosθ، حيثُ θ ≤ 180° ≥ °0 الزاويةُ المحصورةُ بينَ المتجهيْنِ.

مفهومٌ أساسيٌّ

 

b =〈3, 4〉 َو ،a = 〈6, 8〉 ِالمحصورةِ بينَ المتجهيْن θ ِأَجِدُ قياسَ الزاوية
.a ِالخطوةُ 1: أَجِدُ مقدارَ المتجه

 |a| = √a
1

2 + a
2

2 صيغةُ مقدارِ المتجهِ	

 = √62 + 82 	 بالتعويضِ	

= √100 = 10 	 بالتبسيطِ	

مثال 2
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.b ِالخطوةُ 2: أَجِدُ مقدارَ المتجه
 |b| = √b

1

2 + b
2

2 صيغةُ مقدارِ المتجهِ	

 = √32 + 42 	 بالتعويضِ	

= √25 = 5 	 بالتبسيطِ	

.b َو a َالخطوةُ 3: أَجِدُ الضربَ القياسيَّ بين
a · b = a

1
 . b

1
 + a

2
 . b

2
	 صيغةُ الضربِ القياسيِّ

= 6×3 + 8×4 بالتعويضِ	
= 18 + 32 بالتبسيطِ	
= 50 	

ضُ القيمةَ الناتجةَ منَ الخطوةِ الســابقةِ في الصيغــةِ الأخُرى لقانونِ الضربِ  الخطوةُ 4: �أُعوِّ
. القياسيِّ

cosθ = a · b
|a| |b|

	 صيغةُ الضربِ القياسيِّ

= 50
10 × 5

 = 1 بالتعويضِ	

	      θ = cos-1 (1) = 0°

بما أنَّ قياسَ الزاويةِ بينَ المتجهيْنِ a وَ b صفرٌ، فهُما متوازيانِ.

  أتحقق من فهمي

u = 〈-1, 1〉 َو v = 〈2, 7〉 ِالمحصورةِ بينَ المتجهيْن θ ِأَجِدُ قياسَ الزاوية

إذا كانَ a وَ b متجهيْنِ غيرَ صفرييْنِ، وكانَتِ الزاويةُ المحصورةُ 
بينهَُما قائمةً، فــإنَّ المتجهيْنِ يكونانِ متعامدينِ، ويكونُ ناتجُ 

cos 90° = 0  َّالضربِ القياسيِّ بينهَُما صفرًا؛ لأن
v

u

تُســتخدَمُ المتجهــاتُ 
فــي إنتــاجِ الألعــابِ 
الإلكترونيةِ؛ فهيَ تساعدُ 
المبرمجيــنَ على ضبطِ 
المواقــعِ والاتجاهــاتِ 
لحركــةِ الأجســامِ التي 

مُ فيها اللاعبونَ.  يتحكَّ

إرشادٌ

أرســمُ المتجهيْــنِ فــي 
الوضــعِ القياســيِّ فــي 
 ، المســتوى الإحداثــيِّ
مُلاحِظًا وضــعَ التوازي 

بينهَُما.
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دُ إذا كانَ المتجهانِ v = 〈-6, 4〉، وَ u = 〈2, 3〉 متعامديْنِ أمْ لا.  أُحدِّ

u . v = u
1
 . v

1
 + u

2
 . v

2
	 صيغةُ الضربِ القياسيِّ

= 2×-6 + 3×4 بالتعويضِ	
= -12 + 12 بالتبسيطِ	
= 0 	

بما أنَّ u . v = 0 ، فإنَّ المتجهيْنِ متعامدانِ.

  أتحقق من فهمي

دُ إذا كانَ المتجهانِ v = 〈3, -5〉، وَ  u = 〈1, 0〉 متعامديْنِ أمْ لا. أُحدِّ

مثال 3

ها حسابُ الشغلِ W الناتجِ  ةٌ على الضربِ القياسيِّ للمتجهاتِ، أهمُّ توجدُ تطبيقاتٌ عمليةٌ عِدَّ
دةٍ θ على جسمٍ ما؛ لتحريكِهِ منْ نقطةٍ إلى أُخرى مسافةً مقدارُها  منْ تأثيرِ قوةٍ ثابتةٍ F بزاويةٍ مُحدَّ
d وحدةً. فالشغلُ هوَ كميةٌ قياسيةٌ تساوي ناتجَ الضربِ القياسيِّ لمتجهِ القوةِ في متجهِ الإزاحةِ، 

ووحدةُ قياسِهِ هيَ جول (J). يُمكِنُ إيجادُ مقدارِ الشغلِ باستعمالِ الصيغةِ الآتيةِ:

W =|F | |d | cosθ

 مثال 4: من الحياة 

فيزياءُ: ســحبَ عاملٌ صندوقًا بقــوةٍ مقدارُها 
 W = 20 J F =13 N ، وبذلَ شــغلً مقدارُهُ 

لســحبِ الصنــدوقِ مســافةً أفقيــةً مقدارُها
 d =18 m . مــا قياسُ الزاويــةِ المحصورةِ 

بينَ قوةِ الســحبِ واتجاهِ المســافةِ المقطوعةِ 
)بإهمالِ قوةِ الاحتكاكِ( لأقربِ جزءٍ منْ عشرةٍ؟

W =|F | |d | cosθ قانونُ الشغلِ	

20 = 13 × 18 × cosθ بالتعويضِ	

20 = 234 × cosθ بالتبسيطِ	

مُ أتعلَّ

وَحدةُ قياسِ الشغلِ هيَ 
نيوتــن - متر، وتُســمّى 
الجــول، ويُرمَــزُ إليْها 

 J ِبالرمز
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  أتحقق من فهمي

ســحبَ فارسٌ عربةَ، فبذلَ شغلً مقدارُهُ J 13، بقوةٍ مقدارُها 

d = 30 m َ50، مسافة N

ما قياسُ الزاويةِ المحصورةِ بينَ قوةِ السحبِ واتجاهِ المسافةِ 

المقطوعةِ )بإهمالِ قوةِ الاحتكاكِ( لأقربِ جزءٍ منْ عشرةٍ؟

أتدرب وأحل المسائل

أَجِدُ ناتجَ الضربِ القياسيِّ للمتجهيْنِ في كلٍّ ممّا يأتي:

1    a = 〈6, 8〉 , b = 〈4, -3〉		  2    u = 〈-3, 11〉 , v = 〈-9, 4〉

3    c = 〈-12, 43〉 , v = 〈22, 14〉		  4    d = 〈21, 32〉 , e = 〈-21, 25〉

a • b َهوَ °42، فأَجِدُ ناتج bَو a َوكانَ قياسُ الزاويةِ المحصورةِ بين ،|a |= 9 َو ،|b |= 6 َإذا كان  5 

a • b َهوَ °120، فأَجِدُ ناتج bَو a َوكانَ قياسُ الزاويةِ المحصورةِ بين ،|a |= 34 َو ،|b |= 76 َإذا كان  6 

 أَجِدُ قياسَ الزاويةِ بينَ المتجهيْنِ a = 〈7, 10〉 ، وَ b = 〈4, -10〉 لأقربِ جزءٍ منْ عشرةٍ. 7 

أَجِدُ ناتجَ الضربِ القياسيِّ للمتجهيْنِ في كلٍّ ممّا يأتي، ثمَّ أَجِدُ قياسَ الزاويةِ المحصورةِ بينَهُما: 

8    c = 〈2, 4〉 , d = 〈-24, 12〉		  9    a = 〈4, 16〉 , k = 〈8, -2〉

رًا إجابتي. دُ إذا كانَ المتجهانِ e = 〈3, 4〉 ، وَ a = 〈11, -8〉  متعامديْنِ أمْ لا، مُبرِّ  أُحدِّ 10 

.b َمتجهيْنِ متعامديْنِ، فأَجِدُ قيمة s = 〈b, b+2〉 َو ، r = 〈3, -4〉 َإذا كان  11 

20
234

 = cosθ بالتبسيطِ	

cos-1 (0.0855)                  معكوسُ جيبِ التمامِ

θ = 85.1° باستعمالِ الآلةِ الحاسبةِ	
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 �ســيّاراتٌ: تســحبُ شــاحنةٌ ســيّارةً كما في الشكلِ  12 

 ، F = 34N ِالمجــاورِ. إذا كانَ مقــدارُ قوةِ الســحب

والمســافةُ المقطوعةُ d = 12 km، وشــغلُ الشاحنةِ 

المبذولُ W = 46 J، فأَجِدُ قياسَ زاويةِ السحبِ.

في الشكلِ المجاورِ، إذا كانَ  a| = 2|، وَ b| = 4|، وَ c| = 5|، فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:

				    13   a • b			   14   b • c		  	 15   a • c

 �أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 16 

مهارات التفكير العليا

ةَ كلٍّ ممّا يأتي: ، فأُثبتُِ صحَّ برهانٌ: إذا كانَتْ c, b, a متجهاتٍ، وكانَ 0 المتجهَ الصفريَّ

17   a • b = b • a		  18   a •(b+c) = a • b + a • c		  19   0 • a = 0

 .p ِفأَجِدُ قيمةً مُحتمَلةً للمتجه ،q = 〈6 , 2〉 َو ، p • q = 30 َمسألةٌ مفتوحةٌ: إذا كان  20 

a = 〈-8 , -2〉 َمسألةٌ مفتوحةٌ: أَجِدُ متجهًا يُعامِدُ المتجه  21 

 تبريرٌ: أُبيِّنُ باستعمالِ المتجهاتِ أنَّ المثلثَ الذي رؤوسُهُ النقاطُ: (2- ,4) , (5 ,1) ,(2- ,6) مُتطابقُِ الضلعيْنِ، ثمَّ  22 

رًا إجابتي. أَجِدُ قياساتِ جميعِ زواياهُ، مُبرِّ

 تبريرٌ: إذا كانَ المتجهانِ a = 〈-1 , r〉 ، وَ b = 〈2, -3〉 متوازييْنِ، فما قيمةُ r؟ 23 

F

d

b

a
c

60°
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اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

أَضعُ دائرةً حولَ رمزِ الإجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

 إذا كانَ v = 〈1, -1〉  ، فإنَّ |v| تساوي: 1 

a)  0      b)  1      c)  2      d)  √2

 إذا كانَ A(2, 5), B(-1, 7) ، فإنَّ  BA هوَ: 2 

a)  〈3, -2〉			   b)  〈-2, 3〉

c)  〈-3, 2〉			   d)  〈3, 2〉

 العبارةُ الصحيحةُ في ما يأتي هيَ: 3 

 مقدارُ المتجهِ 〈4 ,2〉 يساوي 20 )a

 مقدارُ المتجهِ 〈10 ,4-〉 يساوي 84√ )b

 مقدارُ المتجهِ 〈3- ,4〉 يساوي  7√ )c

  مقدارُ المتجهِ 〈8 ,6-〉 يساوي 10 ) d

 ، |AB| = 3 √2  َوكان ، B(3, y), A(0, 2) ْإذا كانَت�  4 

فإنَّ y تساوي:
a)  5	 			   b)  -1

c)  5, -1			   d)  7, -3

u = 〈-3, -1〉 ، فأُجيــبُ عــنِ  وَ   ،v = 〈1, 5〉 إذا كانَ 
الأسئلةِ: 7 ,6 ,5:

 v - u تساوي: 5 

a)  〈-2, 4〉	 		  b)  〈4, 6〉

c)  〈-4, -6〉			   d)  〈-2, -4〉

 إذا كانَ p = u + 2v، فإنَّ |p| تساوي: 6 

a)  8      b)  √80       c)  82      d)  √82

 معكوسُ المتجهِ u + v هوَ: 7 

a)  〈-2,4〉			   b)  〈2,-4〉

c)  〈4,6〉			   d)  〈-4,-6〉

 إذا كانَ b =〈3,4〉, a =〈2,-3〉، فإنَّ a . 2b تساوي: 8 

a)  -6      b)  6      c)  -12      d)  12

 ، إذا كانَتِ النقاطُ A, B, C, D نقاطًا في المســتوى الإحداثيِّ
حيــثُ A(4, -1) , B(2, -3), D(7, 1). فأَجِدُ إحداثيَّيِ 

النقطةِ C إذا كانَ:

9    AC = -2 AB

10    DC = 1
3

 DB

حًا الخطأَ في غيرِ  دُ في ما يأتي العباراتِ الصحيحةَ، مُصحِّ أُحدِّ
الصحيحِ منهْا:

 المتجهانِ المتساويانِ لهُما نفسُ المقدارِ. 11 

 المتجهانِ المتوازيانِ لهُما نفسُ المقدارِ والاتجاهِ. 12 

u . v = v . u َّفإن ، u َو v  :ِلأيِّ متجهيْن  13 

أنسخُ الرســمَ البيانيَّ الآتيَ، ثمَّ أستعملُهُ لأجُيبَ عنِ الأسئلةِ 
التي تليهِ: 

y

x
0

C
B

A

دُ النقطةَ E على المســتوى   �إذا كانَ AE = 2AB ، فأُحدِّ 14 

. الإحداثيِّ

D علــى  دُ النقطــةَ  CD = -2AB، فأُحــدِّ  �إذا كانَ  15 

. المستوى الإحداثيِّ

دُ النقطةَ M على المستوى   �إذا كانَ AB = 2AM ، فأُحدِّ 16 

. الإحداثيِّ

.k ِفأَجِدُ قيمةَ الثابت ، DC = kAM ْإذا كانَت�  17 

⇀

⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀

⇀ ⇀
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 ،w = 〈4, -2〉 َو ،v = 〈2, -1〉 َو ،u = 〈-1, 5〉 َإذا كان
فأَجِدُ كلًّ ممّا يأتي:

18    -3 (v-w)

19    v ⋅ 2u

20    w ⋅ (u + 1
2

 w)

.w َو v ِالزاويةُ بينَ المتجهيْن  21 

 �دفعَ عاملٌ صندوقًا بقوةِ N 78، وبزاويةِ °45- كما في  22 

الشــكلِ التالي. أَجِدُ مقدارَ الشــغلِ الذي بذلَهُ العاملُ 
12 m َلتحريكِ الصندوقِ مسافة

F
-45°

45°

ةِ في أثناءِ مباراةِ دوري كرةِ   �ركضَ حسامٌ في اتجاهِ السلَّ 23 

ةِ، ثمَّ قفزَ بسرعةٍ أفقيةٍ مقدارُها 23 مترًا لكلِّ ثانيةٍ،  السلَّ
وبســرعةٍ رأســيةٍ مقدارُها 34 مترًا في الثانيةِ، وبزاويةٍ 

قياسُها °38 . ما سرعةُ حسامٍ الأفقيةُ؟

38°

23 m/s

 ،200 km/h هبطَتْ طائرةٌ بســرعةٍ رأســيةٍ مقدارُها�  24 

وبزاويةِ انخفاضٍ قياسُــها °10. أكتبُ السرعةَ المتجهةَ 
للطائرةِ بالصورةِ الإحداثيةِ.

10°

10°

200 km/h

 �أقلعَتْ طائرتانِ معًا منَ المطارِ في الوقتِ نفسِــهِ. وقدْ  25 

رصدَ برجُ المراقبةِ حركةَ الطائرتيْــنِ، فوجدَ بعدَ ثوانٍ 
ةٍ أنَّ a = 〈6, 8〉 يُمثِّلُ مســارَ الطائرةِ الأولى، وأنَّ  عِدَّ
b = 〈4, -3〉  يُمثِّلُ مســارَ الطائرةِ الثانيةِ . هلْ يتعامدُ 

رُ إجابتي. مسارا الطائرتيْنِ؟ أُبرِّ

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

q إذا كانَ  p وَ  θ بيــنَ المتجهيـْـنِ   �أَجِــدُ الزاويــةَ  26 

p = 〈5, -1〉, q = 〈-2, 3〉

يُمثِّلُ الشكلُ المجاورُ المتجهيْنِ 
OB المرســوميْنِ فــي  وَ   OA

الوضعِ القياسيِ، حيثُ O نقطةُ 
الأصــلِ، وَ M نقطــةُ منتصفِ 

:AB ِالقطعةِ المستقيمة

.b َو a ِبدلالة AB َأكتبُ المتجه  27 

OM = 1
2

 (a + b) َّأُبرهِنُ أن  28 

الشــكلُ المجــاورُ هوَ سداســيٌّ منتظــمٌ، مركــزُهُ O، وفيهِ  

:OA = a , OB = b

 AB  َأكتبُ المتجه�  29 

.b َو a ِبدلالة

 �إذا مُدَّ  AB على اســتقامتهِِ حتى النقطةِ K بحيثُ كانَتْ  30 

.b َو a ِبدلالة CK  َفأكتبُ المتجه ،AB : BK = 1 : 2

⇀ ⇀

⇀

⇀

⇀ ⇀

⇀

⇀

B

M

AO a

b

B

C

DE

F

A

O

a b



الوحدةُ

8
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔ تنظيمَ البياناتِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ.

✔ �إيجادَ مقاييسِ النزعةِ المركزيــةِ للبياناتِ )مفرداتٌ، 
جداولُ تكراريةٌ(، وتحديدَ أثــرِ إجراءِ تحويلٍ خطِّيٍّ 

للقيمِ في مقاييسِ نزعتهِا المركزيةِ.

✔ �إيجادَ مقاييسِ التشــتُّتِ للبياناتِ المفردةِ أوِ المُنظَّمةِ 
في جداولَ تكراريةٍ.

✔ حسابَ الاحتمالِ لحوادثَ بسيطةٍ.

مُ في هذهِ الوحدةِ:  سأَتعلَّ

◂ �وصفَ العلاقةِ بينَ مُتغيِّريْنِ باســتعمالِ شــكلِ 
الانتشارِ، والمستقيمِ الأفضلِ مطابقةً.

◂ �إيجــادَ قيــمِ الربيعيــاتِ والمئيناتِ باســتعمالِ 
. المنحنى التكراريِّ التراكميِّ

◂ �إيجادَ مقاييسِ التشــتُّتِ للبيانــاتِ المُنظَّمةِ في 
جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ.

بــةٍ، والاحتمالِ  ◂ �حســابَ احتمالِ حــوادثَ مُركَّ
المشروطِ.

ما أهميةُ هذهِ 
الوحدةِ؟

يســاعدُنا علمُ الإحصاءِ والاحتمالاتِ 
علــى تفســيرِ الظواهرِ، وتحليــلِ البياناتِ 

الكثيرةِ في حياتنِا اليوميــةِ. فمثلً، إذا أردْتُ 
اســتنتاجَ العلاقةِ بينَ زمنِ الاستيقاظِ صباحًا 
، فإنَّني أحتاجُ  وتحصيــلِ الطلبةِ الدراســيِّ

إلى أداةٍ إحصائيةٍ تُسمّى شكلَ الانتشارِ، 
ومفهــومَ الارتبــاطِ، وهــوَ ممّا 

مُهُ في هذهِ الوحدةِ. سأتعلَّ
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مستوى الأقاربِ التعليميُّ

خطواتُ تنفيذِ المشروعِ: 
 �أجمــعُ بياناتٍ مــنْ 12 عائلةً منْ أقاربــي أوْ جيراني عنِ المســتوى التعليميِّ للزوجِ  1

والزوجةِ. 
 �أُنظِّمُ في الجدولِ المجاورِ البياناتِ التي جمعْتُها على النحوِ الآتي: 2

نُ فــي عمــودَيِ الــزوجِ والزوجةِ قيمًــا عدديةً وَفــقَ التصنيــفِ الآتي: منْ   �أُدوِّ
دونِ تعليــمٍ )1(، الأساســيُّ )2(، الثانــويُّ )3(، الدبلــومُ )4(، البكالوريوسُ )5(، 

الماجستيرُ )6(، الدكتوراه )7(.

بةٍ على هيئةِ شكلِ   �أســتعملُ برمجيةَ جيوجبرا لتمثيلِ القيمِ العدديةِ لمســتوى تعليمِ الزوجِ والزوجةِ في صورةِ أزواجٍ مُرتَّ 3

انتشارٍ، ثمَّ أَجِدُ معادلةَ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً للنقاطِ العشرينَ.

 �أُنظِّمُ البياناتِ التي جمعْتُها في الجدولِ السابقِ في جدولٍ تكراريٍّ ذي فئاتٍ كما  4

في الجدولِ المجاورِ.

 �أحسبُ الانحرافَ المعياريَّ للمستوى التعليميِّ لكلٍّ منَ الأزواجِ والزوجاتِ، ثمَّ  5

رُهُما.  أُقارِنُ بينهَُما، وأُفسِّ

 �أكتــبُ حادثيْــنِ متنافييْنِ، وآخريْنِ غيــرَ متنافييْنِ عنِ اختيارِ شــخصٍ )أوْ أكثرَ(  6

 . عشوائيًّا منَ الجدولِ الأولِ، ثمَّ أَجِدُ احتمالَ وقوعِهِما معًا، واحتمالَ وقوعِ أحدِهِما على الأقلِّ

 �أكتبُ حادثيْنِ مســتقليْنِ، وآخريْنِ مشروطيْنِ عنِ اختيارِ شــخصٍ )أوْ أكثرَ( عشوائيًّا منَ الجدولِ الأولِ، ثمَّ  أَجِدُ احتمالَ  7

وقوعِهِما معًا. 

عرضُ النتائجِ:

مْتُهُ منْ هذا  لَ إليْهِ كلُّ فردٍ في المجموعةِ، وما تعلَّ صُ العملَ، وما توصَّ أُعِدُّ معَ أفرادِ مجموعتي عرضًا تقديميًّا )بوربوينت( يُلخِّ
لَ إليْها في أثناءِ  نَ العرضُ التقديميُّ صورًا للجداولِ، وشكلَ الانتشارِ، وجميعَ الاستنتاجاتِ التي تُوصِّ المشروعِ؛ على أنْ يتضمَّ

تنفيذِ المشروعِ.

رقمُ المستوى التعليميُّ
العائلةِ الزوجةُالزوجُ

1

2

3

عددُ 
الأزواجِ

عددُ 
الزوجاتِ

فئاتُ المستوى 
التعليميِّ

1-3

4-6

7-9

، وتنظيمُها، وتحليلُها، وكتابةُ استنتاجاتٍ عنهْا.  جمعُ بياناتٍ عنْ مستوى الأقاربِ التعليميِّ فكرةُ المشروعِ � 

 برمجيةُ جيوجبرا، برمجيةُ العرضِ التقديميِّ )بوربوينت(. الموادُّ والأدواتُ � 

مشروعُ 
الوحدةِ
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الدرسُ

11
أشكالُ الانتشارِ
Scatter Graphs

 �فهمُ أشــكالِ الانتشارِ، ووصفُها، واســتعمالُ المســتقيمِ الأفضلِ مطابقةً لتقديرِ قيمةِ أحدِ مُتغيِّريْنِ  فكرةُ الدرسِ � 
بمعرفةِ قيمةِ الآخرِ. 

 �شكلُ الانتشارِ، الارتباطُ الموجبُ، الارتباطُ السالبُ، المستقيمُ الأفضلُ مطابقةً.   المصطلحاتُ � 

هُ كلَّما زادَ طولُ الشخصِ زادَتِ المسافةُ بينَ طرفَيْ   �ادَّعى راكانُ أنَّ مسألةُ اليومِ � 
هِما على استقامةٍ كما في الشكلِ المجاورِ.  ذراعيْهِ عندَ مدِّ

عائِهِ؟ ةِ ادِّ قُ مِنْ صحَّ كيفَ أتحقَّ

يتعيَّنُ عليْنا في كثيرٍ منَ المواقفِ الحياتيةِ استكشــافُ العلاقةِ بيــنَ مجموعتيْنِ منَ البياناتِ، 
ووصفُ هذهِ العلاقةِ. ومنَ الأمثلةِ على ذلكَ:

 درجاتُ الحرارةِ وكمياتُ المثلجاتِ )الآيس كريم( المبيعةِ. 
لُ نبضاتِ قلبهِِ.   طولُ الإنسانِ ومُعدَّ

 تحصيلُ الطلبةِ في الرياضياتِ وتحصيلُهُمْ في العلومِ.

حُ العلاقةَ )إنْ وُجِدَتْ( بينَ مجموعتيْنِ  شكلُ الانتشارِ (scatter graph) هوَ تمثيلٌ بيانيٌّ يُوضِّ
بةً (x, y) في  مــنَ البياناتِ، وتَظهرُ فيهِ نقاطٌ تُمثِّــلُ بياناتِ المجموعتيْنِ بوصفِها أزواجًــا مُرتَّ
؛ إذْ تُمثَّلُ بياناتُ المُتغيِّرِ x على المحورِ الأفقيِّ الموجبِ، وتُمثَّلُ بياناتُ  المســتوى الإحداثيِّ

المُتغيِّرِ y على المحورِ الرأسيِّ الموجبِ. 

الارتباطُ (correlation) هوَ وصفُ العلاقةِ بينَ مجموعتَيِ البياناتِ. وقدْ يكونُ الارتباطُ موجبًا 
ا، أو ضعيفًا، كما في أشــكالِ  (positive correlation)، أوْ ســالبًا (negative)، أوْ قويًّ

الانتشارِ الآتيةِ: 

. .ارتباطٌ موجبٌ ضعيفٌ.ارتباطٌ سالبٌ قويٌّ ارتباطٌ موجبٌ قويٌّ

مُ أتعلَّ
أُلاحِظُ عــدمَ وجودِ حاجةٍ 
إلــى الأجزاءِ الســالبةِ منَ 
المحــاورِ في المســتوى 
؛ لأنَّ النقــاطَ  الإحداثــيِّ
التي تُمثِّلُ شــكلَ الانتشارِ 

موجبةٌ.
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الوحدةُ 8

عَتِ النقاطُ في شــكلِ الانتشــارِ حولَ  ا تجمَّ هُ كلَّما كانَ الارتباطُ موجبًا قويًّ منَ المُلاحَــظِ أنَّ
عَتِ النقاطُ في شكلِ الانتشارِ  ا تجمَّ هُ كلَّما كانَ الارتباطُ ســالبًا قويًّ مســتقيمٍ ميلُهُ موجبٌ، وأنَّ

حولَ مستقيمٍ ميلُهُ سالبٌ.

أمّا إذا كانَ الارتباطُ ضعيفًا )أوْ لا يوجدُ ارتباطٌ(، 
فإنَّ النقاطَ في شــكلِ الانتشــارِ تكــونُ متناثرةً 
ومتباعدةً كما في شكلِ الانتشارِ المجاورِ، الذي 
يُظهِرُ العلاقةَ بينَ تحصيلِ مجموعةٍ منَ الطلبةِ في 
ةِ الرياضياتِ والزمنِ الذي استغرقَهُ كلٌّ منهُْمْ  مادَّ

 800 m َفي الجريِ مسافة

ــارِ  ــكلَيِ الانتش ــنْ ش ــي كلٍّ م ــنِ ف ــنِ المُمثَّليْ ــاتِ المُتغيِّريْ ــنَ بيان ــاطٌ بي ــدُ ارتب ــلْ يوج ه
ــاطٍ بينَهــا، هــلْ هــوَ موجــبٌ أمْ ســالبٌ؟ هــلْ هــوَ قــويٌّ  ــةِ وجــودِ ارتب ــنِ؟ فــي حال الآتييْ

ــفٌ؟ أمْ ضعي

مثال 1

يُــزرَعُ فــي دولِ العالَمِ 
300 نوعٍ  المختلفةِ نحوَ 

منَ الإجّاصِ.

علامةُ الرياضياتِ

فةَ 
سا

يِ م
جر

قُ ل
غرَ

ست
المُ

نُ 
زم

ال
80

0m

الكميةُ المبيعةُ

صِ
جّا

الإ
عرُ 

س

1

درجةُ الحرارةِ

يفةِ
صح

تُ ال
يعا

مب

2

يُظهِرُ شكلُ الانتشارِ المجاورُ العلاقةَ بينَ سعرِ الإجّاصِ 

وكميتهِِ المبيعةِ. وبناءً على توزيعِ النقاطِ في هذا الشكلِ، 

فإنَّ كميةَ الإجّاصِ المبيعةَ كانَتْ قليلةً عندما كانَ ســعرُهُ 

مرتفعًا، والعكسُ صحيحٌ. وهذا يشــيرُ إلى وجودِ ارتباطٍ 

 . سالبٍ؛ ولأنَّ نقاطَ شكلِ الانتشارِ متقاربةٌ، فهوَ قويٌّ

يُظهِرُ شكلُ الانتشارِ المجاورُ العلاقةَ بينَ درجةِ الحرارةِ 

ومبيعاتِ إحدى الصحفِ. ومــنَ المُلاحَظِ أنَّهُ لا يوجدُ 

ارتباطٌ أوْ علاقــةٌ واضحةٌ بينَ درجاتِ الحرارةِ ومبيعاتِ 

الصحيفةِ؛ لأنَّ نقاطَ شكلِ الانتشارِ متباعدةٌ.
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  أتحقق من فهمي

هلْ يوجدُ ارتباطٌ بينَ بياناتِ المُتغيِّريْنِ المُمثَّليْنِ في كلِّ شــكلٍ منْ أشكالِ الانتشارِ الآتيةِ؟ في 
حالةِ وجودِ ارتباطٍ بينَها، هلْ هوَ موجبٌ أمْ سالبٌ؟ هلْ هوَ قويٌّ أمْ ضعيفٌ؟

a)  				    b)			     c) 
�

عندَ تمثيلِ مجموعتيْنِ منَ البياناتِ بمُتغيِّريْنِ مثلِ )x( وَ)y(،  يُمكِننُي تمثيلُ شــكلِ الانتشــارِ 
بةً  ا، أوْ باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، وذلكَ بتعيينِ نقاطِ شكلِ الانتشارِ بوصفِها أزواجًا مُرتَّ يدويًّ

نَ منْ وصفِ الارتباطِ )إنْ وُجِدَ(. )x , y(؛ لأتمكَّ

ــنَ  ــاطَ بي ــفُ الارتب ــمَّ أَصِ ــارٍ، ث ــكلِ انتش ــى ش ــي عل ــدولِ الآت ــي الج ــاتِ ف ــلُ البيان أُمثِّ
 :(y) وَ   (x) المُتغيِّريْــنِ 

ةُ الاستحمامِ )x( بالدقائقِ للشخصِ، وكميةُ المياهِ المُستهلَكةِ )y( باللترِ. مدَّ

I H G F E D C B A الشخصُ
13 15 11 17 16 19 12 18 15 x

15 10 10 19 14 17 12 20 18 y

بةَ في المستوى الإحداثيِّ كما في الشكلِ  أُعيِّنُ الأزواجَ المُرتَّ
المجاورِ. 

بالنظرِ إلى شكلِ الانتشارِ، يُلاحَظُ وجودُ ارتباطٍ موجبٍ قويٍّ 
هُ كلَّما زادَتْ قيمةُ )x( في أغلبِ  بينَ المُتغيِّريْنِ ) x( وَ)y(؛ لأنَّ
ةُ الاســتحمامِ  الحــالاتِ زادَتْ قيمةُ )y(؛ أيْ كلَّما زادَتْ مدَّ

لشخصٍ ما زادَتْ كميةُ المياهِ التي يستهلكُها.

مثال 2
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ا في  يعاني الأردنُّ شُــحًّ
المواردِ المائيةِ؛ فحصةُ 
الفردِ منَ المياهِ أقلُّ منْ 
ا. ولهذا،  m3 100 سنويًّ

فإنَّ عدمَ الإســرافِ في 
اســتهلاكِ الميــاهِ هــوَ 

. واجبٌ دينيٌّ ووطنيٌّ

لُ اســتهلاكِ  يُعَــدُّ مُعدَّ
الســيّارةِ للوقــودِ أحدَ 
زةِ  أهمِّ العوامــلِ المُحفِّ
لشــرائِها؛ لذا تحرصُ 
مصانعُ السيّاراتِ دائمًا 
علــى ابتكارِ أســاليبَ 
تكنولوجيــةٍ للحدِّ منَ 

استهلاكِ الوقودِ.
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111

الوحدةُ 8

  أتحقق من فهمي

:(y) َو (x) ِأُمثِّلُ البياناتِ في الجدولِ الآتي على شكلِ انتشارٍ، ثمَّ أَصِفُ الارتباطَ بينَ المُتغيِّريْن

سعرُ السيّارةِ )x( بألوفِ الدنانيرِ، وعمرُ السيّارةِ )y( بالسنواتِ.
J I H G F E D C B A السيّارةُ

5.5 6 7 9.5 10.1 9.4 9.5 10.2 10 10.5 x

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 y

المســتقيمُ الأفضلُ مطابقةً (line of best fit) هوَ مســتقيمٌ يمرُّ بأكبرِ عددٍ منْ نقاطِ شــكلِ 
الانتشــارِ، بحيثُ يكونُ عددُ النقاطِ التي لا يمرُّ بها متساويًا )تقريبًا( على جهتيْهِ، وتكونُ أقصرُ 

المسافاتِ بينهَُ وبينَ النقاطِ التي لا يمرُّ بها متساويةً )تقريبًا(.

يُستعمَلُ المستقيمُ الأفضلُ مطابقةً لتقديرِ قيمةِ أحدِ المُتغيِّريْنِ في شكلِ الانتشارِ ذي الارتباطِ 
القويِّ بمعلوميةِ قيمةِ المُتغيِّرِ الآخرِ.

اعتمـادًا على شـكلِ الانتشـارِ المجـاورِ الذي 
يُمثِّـلُ علامـاتِ اختبارِ الرياضيـاتِ وعلاماتِ 
اختبـارِ العلـومِ لمجموعـةٍ منَ الطلبـةِ، أُجيبُ 

عـنِ الأسـئلةِ الآتيةِ: 

 �أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً للبياناتِ  1

المُمثَّلةِ  في شكلِ الانتشارِ.

أرســمُ المســتقيمَ الأفضــلَ مطابقــةً 
باســتعمالِ المســطرةِ كما في الشكلِ 

المجاورِ. 

أُلاحِــظُ أنَّ الارتبــاطَ بيــنَ المُتغيِّريْنِ 
. موجبٌ وقويٌّ

مثال 3
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إرشادٌ

يُرسَمُ المستقيمُ الأفضلُ 

مطابقــةً بالنظــرِ عامةً. 

لُ استعمالُ  ولرسمِهِ، يُفضَّ
مسطرةٍ شفّافةٍ. 
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 �علامــةُ طالبٍ في اختبارِ الرياضيــاتِ 75، لكنَّهُ غابَ عنِ اختبارِ العلومِ بســببِ مرضِهِ.  2

ةِ العلومِ. أستعملُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً الذي رسمْتُهُ لتقديرِ علامتهِِ المحتملةِ في مادَّ

ةِ العلومِ برســمِ  رُ علامةَ هذا الطالبِ في مادَّ أُقدِّ
، بدءًا بالعلامةِ 75 على المحورِ  مستقيمٍ رأسيٍّ
الأفقيِّ حتى يلتقيَ بالمستقيمِ الأفضلِ مطابقةً. 
ومنْ نقطةِ التقاطعِ أرسمُ مستقيمًا أفقيًّا، وصولً 
رُ علامتَهُ بنحوِ 72  ، فأُقدِّ إلى المحورِ الرأســيِّ

كما في الشكلِ المجاورِ.

 أَجِدُ معادلةَ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً.   3

 يُمكِنُ إيجادُ معادلةِ المستقيمِ إذا عُلِمَتْ إحداثياتُ أيِّ نقطتيْنِ يمرُّ بهِما، ولتكنْ )53 ,53(
وَ )90 ,95(:

y-y
1
 = 

y
2
-y

1

x
2
-x

1 
 (x-x

1
) 		 معادلةُ مستقيمٍ يمرُّ بنقطتيْنِ معلومتيْنِ

y-53 = 90-53
95-53

 (x-53) 			  بتعويضِ إحداثياتِ النقطتيْنِ 

y = 0.88x + 6.36 					    بالتبسيطِ

  أتحقق من فهمي

اعتمادًا على شكلِ الانتشارِ المجاورِ الذي يُمثِّلُ 
 )y( ِبالســنتيمترِ، وقياسَ الحــذاء )x( َالطــول

لمجموعةٍ منَ الأشخاصِ، أُجيبُ عمّا يأتي:

 �أرســمُ المســتقيمَ الأفضلَ مطابقةً، ثمَّ أَجِدُ  )a

معادلتَهُ.

190 cm ُرُ قياسَ الحذاءِ لشخصٍ طولُه  أُقدِّ )b
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إرشادٌ

هُ يُمكِنُ رسمُ أكثرَ  أنَّ بما 
مــنْ مســتقيمٍ، واختيارُ 
أيِّ نقطتيْــنِ يمــرُّ بهِما 
المستقيمُ )يختلفُ هذا 
الاختيــارُ منْ شــخصٍ 
إلى آخرَ(، فــإنَّ معادلةَ 
المستقيمِ قدْ تختلفُ تبعًا 

للنقطتيْنِ المختارتيْنِ.

ذاءِ
لح

سُ ا
قيا

الطولُ )سنتيمترٌ(
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الوحدةُ 8

يُمثِّلُ شكلُ الانتشارِ المجاورُ الأزمنةَ 
نةَ لصاحبِ المركزِ الأولِ في سباقِ  المُدوَّ

m 100 للرجالِ في عددٍ منْ دوراتِ 

الألعابِ الأولمبيةِ. أستعملُ المستقيمَ 
الأفضلَ مطابقةً المُعطى في الشكلِ 

قُهُ صاحبُ  لتقديرِ الزمنِ الذي سيُحقِّ
المركزِ الأولِ في السباقِ للدورةِ التي 

ستقامُ عامَ 2020م. 

قُهُ صاحبُ المركزِ الأولِ في السباقِ للدورةِ التي ستقامُ عامَ  هلْ يُمكنُِ تقديرُ الزمنِ الذي سيُحقِّ
2038م؟

رُ الزمنَ المُســتغرَقَ لقطعِ مسافةِ السباقِ بنحوِ  إذا استعملْتُ المســتقيمَ الأفضلَ مطابقةً، فأُقدِّ
9.5 ثوانٍ فــي دورةِ عامِ 2020م، ولكنَّ هذا التقديرَ لا ينطبقُ علــى الدوراتِ الأولمبيةِ التاليةِ 

عُ اســتمرارُ انخفاضِ الزمنِ  الخارجــةِ عنْ مدى القيــمِ المعطاةِ؛ فوَفقًــا لهذا التقديــرِ، يُتوقَّ
المُستغرَقِ لقطعِ مسافةِ الســباقِ إلى 9 ثوانٍ، و8.5َ ثوانٍ، و8َ ثوانٍ، ...، وهكذا حتى الوصولِ 
 ،100 m إلى دورةٍ لنْ يحتاجَ فيها المتســابقونَ إلى أيِّ زمنٍ لقطعِ مســافةِ السباقِ التي طولُها

. وهذا غيرُ منطقيٍّ

  أتحقق من فهمي

أستعملُ المســتقيمَ الأفضلَ مطابقةً في الشكلِ المجاورِ 
لتقديرِ طولِ طفلٍ عمرُهُ 8 ســنواتٍ. هلْ يُمكنُِ استعمالُ 
رُ  هذا الشــكلِ لتقديرِ طولِ شــخصٍ عمرُهُ 30 سنةً؟ أُبرِّ

إجابتي.

مثال 4

منَ المحاذيرِ التي يجبُ التنبُّهُ لها، استعمالُ شكلِ الانتشارِ لعملِ استنتاجاتٍ؛ فشكلُ الانتشارِ 
يكــونُ مفيدًا فقطْ ضمنَ مدى القيمِ المعطاةِ. أمّا في حــالِ الخروجِ عنْ هذا المدى فقدْ تكونُ 

الاستنتاجاتُ مُضلِّلةً، أوْ غيرَ منطقيةٍ.
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الألعــابُ الأولمبيــةُ: 
حــدثٌ رياضــيٌّ دوليٌّ 
يُنظَّــمُ كلَّ ســنتيْنِ في 
الســنواتِ الزوجيــةِ، 
بتناوبِ الألعابِ الصيفيةِ 

والألعابِ الشتويةِ.
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أتدرب وأحل المسائل

أَصِفُ الارتباطَ في شكلَيِ الانتشارِ الآتييْنِ:

1   

درجةُ الحرارةِ

(K
m

/h
) ِ ارة

سيّ
ُ ال ة

سرع
y

x

			   2   

( العمرُ (سنةٌ

( رٌ
دينا

ةُ (
َر خ

ُدَّ لم
ُ ا غ

لمبال
ا

y

x

رُ إجابتي.  �ماذا أستنتجُ منْ شكلَيِ الانتشارِ السابقيْنِ؟ أُبرِّ 3 

يُمثِّلُ الجدولُ الآتي العمرَ والطولَ والكتلةَ لسبعِ لاعباتٍ منْ فريقِ كرةِ الطائرةِ في إحدى المدارسِ:

سميرةُابتسامُتغريدُهدىعائشةُهندُوفاءُاسمُ اللاعبةِ
14151111121513العمرُ )سنةٌ(

169168154158162165161الطولُ )سنتيمترٌ(

40423532374241الكتلةُ )كيلوغرامٌ(

أرسمُ أشكالَ الانتشارِ، ثمَّ أَصِفُ الارتباطَ لكلٍّ منْها:

 العمرُ مقابلَ الكتلةِ.  6  			   الطولُ مقابلَ الكتلةِ.  5  		  العمرُ مقابلَ الطولِ. 4 

تجربةٌ علميةٌ:  يُبيِّنُ الجدولُ الآتي المســافةَ بالسنتيمترِ، والسرعةَ بالسنتيمترِ لكلِّ ثانيةٍ، عندَ دحرجةِ كرةٍ على سطحِ طاولةٍ، 
دةٍ: بدءًا بنقطةٍ مُحدَّ

)cm( ُ1020304050607080المسافة

)cm/s( ُ181613107530السرعة

 أرسمُ شكلَ الانتشارِ لبياناتِ الجدولِ. 7 

 �أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً للبياناتِ. 8 

رُ سرعةَ الكرةِ لحظةَ قطعِها مسافةَ cm 5 منْ نقطةِ انطلاقِها.  �أُقدِّ 9 

 12 cm/s رُ المسافةَ التي قطعَتْها الكرةُ منْ نقطةِ انطلاقِها عندما كانَتْ سرعتُها  �أُقدِّ 10 
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الوحدةُ 8

نُها في الجدولِ الآتي، ثُمَّ أُجيبُ عنِ  لحلِّ المســألةِ الواردةِ في بدايةِ الدرسِ، أجمعُ بياناتٍ منْ 10 طلبةٍ عشــوائيًّا، ثمَّ أُدوِّ
الأسئلةِ التي تلي:

12345678910رقمُ الطالبِ

طولُ الطالبِ
(cm) ِالمسافةُ بينَ طرفَيْ ذراعيْه

 �أَصِفُ الارتباطَ بينَ المُتغيِّريْنِ. 12  		  �أرسمُ شكلَ الانتشارِ لبياناتِ الجدولِ. 11 

رُ إجابتي. عاءُ فاطمةَ صحيحٌ؟ أُبرِّ  �هلِ ادِّ 13 

أطوالٌ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي أطوالَ 20 أبًا وأبنائهِِمُ الذينَ تبلغُ أعمارُهُمْ 20 سنةً بالسنتيمترِ:
178186164152169174183147162153طولُ الأبِ

168163152145151167167142155145طولُ الابنِ

156180162166173181168158173175طولُ الأبِ

152160150156164170154160167172طولُ الابنِ

 �أرسمُ شكلَ الانتشارِ لبياناتِ الجدولِ. 14 

رُ إجابتي.  هلْ صحيحٌ أنَّ الأبَ الطويلَ ابنهُُ طويلٌ؟ أُبرِّ 15 

 أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً، ثمَّ أَجِدُ معادلتَهُ. 16 

مٍ عنْ عددِ ســاعاتِ ممارسةِ الرياضةِ ومشاهدةِ التلفازِ أسبوعيًّا شملَتْ 20 طالبًا في أحدِ الصفوفِ  في دراسةٍ مسحيةٍ لمُعلِّ
سُها، كانَتْ نتيجةُ المسحِ كما في الجدولِ الآتي: التي يُدرِّ

12351511097612عددُ ساعاتِ ممارسةِ الرياضةِ

18262416192712131714عددُ ساعاتِ مشاهدةِ التلفازِ

1210767312012عددُ ساعاتِ ممارسةِ الرياضةِ

22161822122818202513عددُ ساعاتِ مشاهدةِ التلفازِ

 �أرسمُ شكلَ الانتشارِ لبياناتِ الجدولِ. 17 

ةَ 8 ساعاتٍ أســبوعيًّا، فهلْ يُمكِنُ تقديرُ عددِ الساعاتِ التي   �إذا كانَ أحدُ الطلبةِ منَ الصفِّ نفسِــهِ يُشــاهِدُ التلفازَ مدَّ 18 

رُ إجابتي. يمارسُ فيها الرياضةَ أسبوعيًّا؟ أُبرِّ

إرشادٌ

إرشــادٌإرشــادٌ
يُمكِنُ تمثيــلُ طولِ الأبِ على المحــورِ الأفقيِّ بتدريجٍ 
يتــراوحُ بيــنَ cm 140 وَ cm 200، وتمثيلُ طولِ الابنِ 
 140 cm َعلى المحــورِ الرأســيِّ بتدريجٍ يتــراوحُ بين

وَ cm 200 أيضًا.
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سيارةُ أجرةٍ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي المسافاتِ المقطوعةَ بالكيلومترِ والمُدَدَ الزمنيةَ المُستغرَقَةَ بالدقائقِ لـِ 10 رحلاتٍ قامَ بها 
سائقُ سيارةِ أجرةٍ في أحدِ الأيامِ:

)km( ُ1.63.85.26.64.82.93.95.88.85.4المسافة

)min( ُ31711139158111610الزمن

.  أرسمُ شكلَ الانتشارِ لبياناتِ الجدولِ، بوضعِ الزمنِ على المحورِ الأفقيِّ 19 

 أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً، ثمَّ أَجِدُ معادلتَهُ. 20 

 إذا استغرقَتْ إحدى الرحلاتِ 5 دقائقَ، فما المسافةُ المقطوعةُ التي يُمكِنُ تقديرُها لهذهِ الرحلةِ؟ 21 

 ما الزمنُ الذي يُمكِنُ تقديرُهُ لرحلةٍ قطعَ فيها السائقُ مسافةَ km 4؟ 22 

رُ إجابتي.  إذا استغرقَتْ إحدى الرحلاتِ ساعةً كاملةً، فما المسافةُ المقطوعةُ التي يُمكِنُ تقديرُها لهذهِ الرحلةِ؟ أُبرِّ 23 

مهارات التفكير العليا

 �تبريرٌ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي علاماتِ 10 طالباتٍ في اختبارَيِ الرياضياتِ والجغرافيا. إذا كانَتْ إحدى الطالباتِ مريضةً  24 

رُ إجابتي. عندَ تقديمِها اختبارَ الجغرافيا، فمَنْ هيَ؟ أُبرِّ

منىفداءُعلياءُسعادُسارةُرقيةُدعاءُتهانيباسمةُإيمانُالاسمُ
145155142167167151145152163168علاماتُ اختبارِ الرياضياتِ

175173158168181173166162180156علاماتُ اختبارِ الجغرافيا

مْ سميرةُ لاختبارِ الجغرافيا، وقدْ أحرزَتْ علامةَ 75   �أكتشــفُ الخطأَ: بالعودةِ إلى الجدولِ في السؤالِ السابقِ، لمْ تتقدَّ 25 

مَتْهُ. هلْ تقديرُ سميرةَ  رَتْ سميرةُ أنَّها ستحصلُ على علامةِ 80 في اختبارِ الجغرافيا لوْ أنَّها قدَّ في اختبارِ الرياضياتِ. قدَّ

رُ إجابتي. ؟ أُبرِّ منطقيٌّ

 �مســألةٌ مفتوحةٌ: أختارُ مُتغيِّريْنِ، ثمَّ أُنشِــئُ جدولً أُنظِّمُ فيهِ بعضَ قيمِهِما، ثمَّ أســتعملُهُ للتنبُّؤِ بالقيمةِ الحقيقيةِ لأحدِ  26 

المُتغيِّريْنِ باستعمالِ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً إذا عُلِمَتْ قيمةُ المُتغيِّرِ الآخرِ.

هُ موجبٌ في شــكلِ الانتشــارِ الذي يُمثِّلُ مبيعاتِ أحدِ المحالِّ منَ المثلجاتِ على   �أكتبُ: لماذا يوصفُ الارتباطُ بأنَّ 27 

رُ إجابتي. مدارِ أشهرِ السنةِ؟ هلْ يعني ذلكَ أنَّ أحدَ المُتغيِّريْنِ )مبيعاتُ المثلجاتِ، أوْ أشهرُ السنةِ( سببٌ للآخرِ؟ أُبرِّ
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معملُ 
برمجيةِ 
جيوجبرا

رسمُ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً

يُمكنُِني استعمالُ برمجيةِ جيوجبرا لرسمِ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً لنقاطِ شكلِ الانتشارِ.

  نشاط 1

أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً للبياناتِ الواردةِ في الجدولِ الآتي باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا.

5.5 6 5 4 3.5 3 2.5 2 1 x

1 2 3 2 3.5 4 7 5 6 y

بعُِ الخطواتِ الآتيةَ: لرسمِ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً، أَتَّ

. الخطوةُ 1: أُعيِّنُ النقاطَ في المستوى الإحداثيِّ

، لتظهرَ النقاطُ كما  أختارُ أيقونةَ  منْ شــريطِ الأدواتِ، ثمَّ أنقرُ عندَ موقعِ كلِّ زوجٍ مُرتَّبٍ في المستوى البيانيِّ
في الشكلِ الآتي: 

.A = (x, y) :ِيُمكِنُ أيضًا تعيينُ النقاطِ بإدخالِ كلٍّ منهْا في شريطِ الإدخالِ باستعمالِ لوحةِ المفاتيحِ في صورة



118

الخطوةُ 2: أرسمُ المستقيمَ الأفضلَ مطابقةً.  

، بوضعِ  دُ جميعَ النقاطِ التي عيَّنتُْها في المستوى الإحداثيِّ أختارُ أيقونةَ  منْ شــريطِ الأدواتِ، ثمُّ أُحدِّ
رِ في أيِّ مكانٍ بعيدًا عنِ النقاطِ، ثمَّ الضغطِ باستمرارٍ على الزرِّ الأيسرِ لفأرةِ الحاسوبِ، معَ السحبِ لشمولِ  المُؤشِّ

جميعِ النقاطِ، عندئذٍ سيظهرُ المستقيمُ الأفضلُ مطابقةً، وتظهرُ معادلتُهُ إلى يسارِ الشاشةِ كما في الشكلِ الآتي:

أتدرب

 .  �أحُلُّ الأسئلةَ (16 ,10 ,9 ,8) في الدرسِ السابقِ باستعمالِ برمجيةِ جيوجبرا، ثمَّ أُقارِنُ الحلَّ بحلّي اليدويِّ 1

لِ نبضاتِ القلبِ. أستعملُ   �تحوي الهواتفُ المحمولةُ تطبيقًا يُستعمَلُ لرصدِ مُعدَّ 2

، ثمَّ أقيسُ  لِ نبضاتِ القلبِ لـِ 10 أشــخاصٍ على الأقلِّ هذا التطبيقَ لرصدِ مُعدَّ
طولَ كلٍّ منهُْمْ، ثمَّ أرسمُ شــكلَ الانتشارِ والمستقيمَ الأفضلَ مطابقةً باستعمالِ 

برمجيةِ جيوجبرا.

إرشــادٌإرشــادٌ
لإظهارِ هامــشِ (Algebra)، أختارُ 
(Algebra) مــنْ قائمــةِ العــرضِ 

.(View)
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الدرسُ

2
المنحنى التكراريُّ التراكميُّ

Cumulative Frequency Graph

بةِ في جداولَ تكراريةٍ باســتعمالِ المنحنى  فُ الربيعياتِ والمئينــاتِ، وإيجادُها للبياناتِ المُبوَّ  �تعــرُّ فكرةُ الدرسِ � 
 . التكراريِّ التراكميِّ

.  المنحنى التكراريُّ التراكميُّ المصطلحاتُ � 

 �يُبيِّنُ الجــدولُ المجــاورُ رواتبَ الموظفيــنَ في إحدى  مسألةُ اليومِ � 
الشــركاتِ. ما عددُ الموظفينَ الذينَ تزيــدُ رواتبُهُمْ على 

520 دينارًا؟

فئاتُ الرواتبِعددُ الموظفينَ
8349 < x ≤ 399

12399 < x ≤ 449

15449 < x ≤ 499

9499 < x ≤ 549

6549 < x ≤ 599

يُمثِّلُ المنحنــى التكراريُّ التراكميُّ (cumulative frequency graph) للبياناتِ المُنظَّمةِ 
فــي جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئــاتٍ العلاقةَ بينَ التكرارِ التراكميِّ للفئاتِ فــي التوزيعِ التكراريِّ 

والحدودِ الفعليةِ العليا للفئاتِ.

 

يُبيِّنُ الجــدولُ التكراريُّ المجــاورُ الزمنَ الذي 
يســتغرقُهُ طلبةُ الصفِّ العاشــرِ في الوصولِ إلى 
المدرســةِ. أرســمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ 

للبياناتِ.

الخطوةُ 1: �أُنشِــئُ جــدولَ التكــرارِ 
التراكمــيِّ بإضافــةِ عمودِ 
التكــرارِ التراكميِّ كما في 
الجدولِ المجاورِ، وإضافةِ 
الحدِّ العلويِّ لفئةٍ ســابقةٍ 
للفئــةِ الأولــى وتكرارها 

المقابلِ يكونُ صفرًا.

الزمنُ )دقيقةٌ(التكرارُ )عددُ الطلبةِ(
20 < x ≤ 5

95 < x ≤ 10

910 < x ≤ 15

815 < x ≤ 20

320 < x ≤ 25

125 < x ≤  30

مثال 1

الحدودُ العليا للفئاتِالتكرارُ التراكميُّ
00

0 + 2 = 25

   2 + 9 = 1110

 2 + 9 + 9 = 2015

 2 + 9 + 9 + 8 = 2820

   2 + 9 + 9 + 8 + 3 = 3125

 2 + 9 + 9 + 8 + 3 + 1 = 3230

إرشادٌ

للتسهيلِ، يُمكِنُ الاكتفاءُ 
بوضــعِ الحــدودِ العليا 
للفئــاتِ علــى المحورِ 

، والتكــرارِ  الأفقــيِّ
التراكمــيِّ على المحورِ 
ـكَ أنَّ  ؛ ذلـ الرأســيِّ
المطلوبَ تقديــرُ القيمِ 
ـراتٍ منفصلــةٍ  لمُتغيّـِ
أحيانًــا، منْ مثــلِ: عددِ 
لةِ،  الأهــدافِ المُســجَّ

وعددِ الرسائلِ.
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. الخطوةُ 2: أرسمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ
أرســمُ منحنىً يُمثِّلُ العلاقةَ بينَ الحدودِ العليا 
لفئــاتِ الزمنِ بالدقائقِ )المُتغيِّــرُ x( والتكرارِ 
التراكمــيِّ )المُتغيِّرُ y(، التــي تُمثِّلُها الأزواجُ 

بةُ الآتيةُ: المُرتَّ

(0, 0), (5, 2), (10, 11), (15, 20), 

(20, 28), (25, 31), (30, 32)

  أتحقق من فهمي

طقسٌ: يُبيِّنُ الجدولُ التكراريُّ المجاورُ درجاتِ 
الحرارةِ في محافظةِ المفرقِ في أحدِ أشهرِ فصلِ 
الربيعِ. أرســمُ المنحنــى التكــراريَّ التراكميَّ 

للبياناتِ.

( الزمنُ (دقيقةٌ

ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

10

10

20

30

0 20 30

 التكرارُ
)عددُ الأيامِ(

 الفئاتُ
)درجةُ الحرارةِ(

15 < x ≤ 8

78 < x ≤ 11

911 < x ≤ 14

614 < x ≤ 17

517 < x ≤ 20

120 < x ≤ 23

123 < x ≤ 26

مُ البياناتِ إلى أربعةِ أجزاءٍ متساويةٍ. وهذهِ القيمُ  فْتُ ســابقًا الربيعياتِ؛ وهيَ ثلاثُ قيمٍ تُقسِّ تعرَّ
Q(؛ وهوَ 

2
Q(؛ وهوَ وسيطُ النصفِ الأدنى منَ البياناتِ، والربيعُ الأوسطُ )

1
هيَ: الربيعُ الأدنى )

فْتُ  Q(؛ وهوَ وسيطُ النصفِ الأعلى منَ البياناتِ. تعرَّ
3
وسيطُ البياناتِ كلِّها، والربيعُ الأعلى )

؛ وهوَ مدى البياناتِ التي تقعُ بينَ الربيعِ الأدنى والربيعِ الأعلى. أيضًا المدى الربيعيَّ

الوسيطُالربيعُ الأعلى

المدى الربيعيُّ

الربيعُ الأدنى
Q

3
Q

2

IQR = Q
3
 - Q

1

Q
1

 1    1    3     3    3    5     6    6    7     7    7    8    8     9     9

= 8 - 3 = 5

يُمكِنُ أيضًا تقديرُ الوســيط والمدى الربيعيِّ للبياناتِ المُنظَّمةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ 
. باستعمالِ المنحنى التكراريِّ التراكميِّ

محافظــةُ المفــرقِ هيَ 
ثانــي أكبــرِ محافظاتِ 
ـةِ  المملكــةِ الأردنيـ
الهاشــميةِ مــنْ حيثُ 
المِســاحةُ، وثانــي أقلِّ 
المحافظــاتِ منْ حيثُ 
الكثافةُ السكانيةُ، وتقعُ 
في الشــمالِ الشــرقيِّ 

للمملكةِ.
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الوحدةُ 8

 

يُبيِّنُ المنحنى التكراريُّ التراكميُّ المجاورُ علاماتِ 50 طالبًا في اختبارِ اللغةِ العربيةِ:

العلاماتُ
20100 30 40           50           60         70            80          90        100         110        120

0

10

20

30

40

50

ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

رُ وسيطَ البياناتِ.  أُقدِّ 1

دُ رُتبةَ الوسيطِ. الخطوةُ 1: أُحدِّ

0.5 × n = 0.5 × 50 = 25 :َبما أنَّ عددَ الطلبةِ 50 طالبًا، فإنَّ رُتبةَ الوسيطِ هي

الخطوةُ 2: �أرسمُ مستقيمًا أفقيًّا بدءًا بالتكرارِ التراكميِّ 25 حتى يتقاطعَ معَ المنحنى التكراريِّ 
. ومنْ نقطةِ التقاطعِ أرسمُ مستقيمًا رأسيًّا حتى يتقاطعَ معَ المحورِ الأفقيِّ  التراكميِّ

)العلاماتُ( كما في الشكلِ الآتي.

2010
0

10

20

30

40

50

ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

العلاماتُ
0 30 40           50           60         70            80          90        100         110        120

إذنْ، قيمةُ الوسيطِ هيَ العلامةُ 64 تقريبًا.

.  أَجِدُ المدى الربيعيَّ 2

دُ رُتبةَ الربيعِ الأدنى، ورُتبةَ الربيعِ الأعلى.  الخطوةُ 1: أُحدِّ
رُتبــةُ الربيعِ الأدنى هيَ: n = 0.25 × 50 = 12.5 × 0.25 ، ورُتبةُ الربيعِ الأعلى 

0.75 × n = 0.75 × 50 = 37.5  :َهي
رُ قيمتَيِ الربيعيْنِ: الأدنى والأعلى، برسمِ المستقيماتِ الأفقيةِ والرأسيةِ على  الخطوةُ 2: �أُقدِّ

المنحنى التكراريِّ التراكميِّ كما في الفرعِ السابقِ.

مثال 2

رُ أتذكَّ

المئينُ 50 هوَ الوســيطُ 
 25 Q نفسُــهُ، والمئينُ 

2

 Q
1
هــوَ الربيــعُ الأدنى 

75 هوَ  نفسُــهُ، والمئينُ 
Q  نفسُهُ.

3
الربيعُ الأعلى 
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ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

2010
0

10

20

30

40

50

الربيعُ الأدنى الوسيطُالربيعُ الأعلى

تبةُ الوسيطِ رُ

تبةُ الربيعِ الأعلى رُ
تبةُ المئينِ 90 رُ

تبةُ الربيعِ الأدنى رُ

0 30 40           50           60         70            80          90        100         110        120

العلاماتُ

أُلاحِظُ منَ التمثيلِ البيانيِّ أنَّ قيمةَ الربيعِ الأدنى هيَ العلامةُ 53 تقريبًا، وأنَّ قيمةَ الربيعِ الأعلى 
هيَ العلامةُ 77 تقريبًا.

: وعليْهِ، فإنَّ قيمةَ المدى الربيعيِّ

 IQR = Q
3
 - Q

1
 = 77-53 = 24

هُ يُمكِنُ اســتعمالُ المنحنى التكــراريِّ التراكميِّ لتمثيلِ البياناتِ باســتعمالِ  أُلاحِــظُ أيضًا أنَّ
الصندوقِ ذي العارضتيْنِ كما في الشكلِ الآتي.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

2010
0

10

20

30

40

50

الربيعُ الأدنى الوسيطُالربيعُ الأعلى

تبةُ الوسيطِ رُ

تبةُ الربيعِ الأعلى رُ

تبةُ الربيعِ الأدنى رُ

0 30 40           50           60         70            80          90        100         110        120

العلاماتُ

تبةُ المئينِ 90 رُ

رُ معناهُ.  �أَجِدُ المئينَ 90، ثمَّ أُفسِّ 3

دُ رُتبةَ المئينِ 90  الخطوةُ 1:  أُحدِّ

90% × n = 0.9 × 50 = 45 :َرُتبةُ المئينِ 90 هي

رُ قيمةَ المئينِ 90 برســمِ المستقيماتِ الأفقيةِ والرأسيةِ على المنحنى التكراريِّ  الخطوةُ 2: �أُقدِّ
التراكميِّ كما في الفرعِ السابقِ. 
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الوحدةُ 8

أُلاحِظُ منَ التمثيلِ البيانيِّ أنَّ قيمةَ المئينِ 90 هيَ العلامةُ 96 تقريبًا، كما في الشــكلِ الموجودِ 
فــي الفرعِ 2، وأنَّ هذهِ القيمةَ تعني أنَّ %90 منَ الطلبةِ أحرزوا علاماتٍ أقلَّ منَ العلامةِ 96، أوْ 

أنَّ %10 منَ الطلبةِ أحرزوا علاماتٍ أكثرَ منَ العلامةِ 96 في هذا الاختبارِ.

  أتحقق من فهمي

يُبيِّنُ المنحنــى التكراريُّ التراكمــيُّ المجاورُ أعمارَ 
200 عضوٍ في جمعيةٍ ثقافيةٍ:

رُ وسيطَ البياناتِ.  �أُقدِّ )a

.  �أَجِدُ المدى الربيعيَّ )b

رُ معناهُ.  �أَجِدُ المئينَ 85، ثمَّ أُفسِّ )c
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أتدرب وأحل المسائل

لَها طلبةُ المرحلةِ  كرةُ قــدمٍ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ عددَ الأهدافِ التي ســجَّ
: الثانويةِ في دوري كرةِ القدمِ المدرسيِّ

.  أرسمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ 1

رُ معناهُ. رُ المئينَ 85، ثمَّ أُفسِّ  أُقدِّ 2

. لوا 18 هدفًا على الأقلِّ رُ عددَ الطلبةِ الذينَ سجَّ  أُقدِّ 3

يُبيِّنُ المنحنى التكراريُّ التراكميُّ المجاورُ ارتفاعَ عددٍ منَ المباني في مدينةِ عمّانَ: 

رُ وسيطَ البياناتِ.  أُقدِّ 4

.  أَجِدُ المدى الربيعيَّ 5

 أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ الصندوقِ ذي العارضتيْنِ. 6

رُ معناهُ.  أَجِدُ المئينَ 80، ثمَّ أُفسِّ 7

عددُ الأهدافِعددُ الطلبةِ
30 ≤ x ≤ 5

175 < x ≤ 10

1210 < x ≤ 15

915 < x ≤ 20

520 < x ≤ 25

425 < x ≤  30
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ألعابٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ نتائجَ 80 متسابقًا في لعبةِ رميِ السهامِ:

.  أرسمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ 8

.  أَجِدُ قيمةَ كلٍّ منَ الوسيطِ، والمدى الربيعيِّ 9

 أُمثِّلُ البياناتِ باستعمالِ الصندوقِ ذي العارضتيْنِ. 10

 �إذا حصلَ المتســابقُ الذي مجموعُ نقاطِهِ أكثرُ منْ 90 على جائزةٍ، فما  11

نسبةُ المتسابقينَ الذينَ سيحصلونَ على جائزةٍ؟

مًا رفعُ أيديهِمْ لحظةَ تقديرِ انقضاءِ دقيقةٍ واحدةٍ بعدَ إعطاءِ إشــارةِ البدءِ، وقدْ نُظِّمَتِ النتائجُ  طُلبَِ إلى 30 طالبًا، وَ 50 مُعلِّ
في الجدوليْنِ الآتييْنِ:

فئاتُ الزمنِ )x( ثانيةًعددُ المُعلِّمينَ
110 < x ≤ 20

220 < x ≤ 30

230 < x ≤ 40

940 < x ≤ 50

1750 < x ≤ 60

1360 < x ≤ 70

370 < x ≤ 80

280 < x ≤ 90

190 < x ≤ 100

فئاتُ الزمنِ )x( ثانيةًعددُ الطلبةِ
120 < x ≤ 30

330 < x ≤ 40

640 < x ≤ 50

1250 < x ≤ 60

360 < x ≤ 70

370 < x ≤ 80

280 < x ≤ 90

 �أرسمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ لكلِّ جدولٍ. 12

 �أَجِدُ الوسيطَ والمدى الربيعيَّ لكلِّ جدولٍ. 13

رُ إجابتي. ةِ الدقيقةِ: الطلبةُ أمِ المُعلِّمونَ؟ أُبرِّ  �أيُّ الفريقيْنِ كانَ أفضلَ في تقديرِ مدَّ 14

مجموعُ النقاطِ (x)عددُ المتسابقينَ
91 ≤ x ≤ 20

1321 ≤ x ≤ 40

2341 ≤ x ≤ 60

1561 ≤ x ≤ 80

1181 ≤ x ≤ 100

7101 ≤ x ≤ 120

2121 ≤ x ≤ 140
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لاتِ عيِّنةٍ منْ طلبةِ كليةِ الهندسةِ جامعاتٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ مُعدَّ
في الجامعةِ الأردنيةِ:

 أرسمُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ للبياناتِ. 15

 أَجِدُ الوسيطَ والمدى الربيعيَّ للبياناتِ. 16

لاتُهُــمُ التراكميةُ على 3.4 قدْ حصلوا على   �إذا كانَ الطلبةُ الذينَ تزيدُ مُعدَّ 17

منحةٍ، فكمْ طالبًا في هذهِ العيِّنةِ لمْ يحصلْ على منحةٍ؟

مهارات التفكير العليا

مُ الرياضياتِ إلى طلبةِ الصفِّ العاشرِ الإجابةَ   تبريرٌ: طلبَ مُعلِّ 18

عنْ أســئلةِ اختبارٍ مــنْ نموذجيْنِ A، وBَ ، ثمَّ رســمَ المنحنى 
التكراريَّ التراكميَّ لنتائجِ الطلبةِ كما في الشكلِ المجاورِ. أيُّ 

رُ إجابتي. النموذجيْنِ كانَ أصعبَ: A أمْ B؟ أُبرِّ

ةِ  : يُبيِّنُ الشــكلُ المجاورُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ للمدَّ  تحدٍّ 19

الزمنيةِ التي اســتغرقَتْها 60 مكالمةً هاتفيةً أُجرِيَتْ في أحدِ الأيامِ 
مِ برنامجٍ حواريٍّ في إحدى المحطاتِ الإذاعيةِ. أستعملُ  معَ مُقدِّ
هذا التمثيلَ لتقديرِ النسبةِ المئويةِ للمكالماتِ التي استغرقَتْ 10 

. دقائقَ على الأقلِّ

، ثمَّ أَجِدُ كلًّ منَ الوسيطِ، والمدى   مسألةٌ مفتوحةٌ: أجمعُ بياناتي الخاصةَ بـِ 30 مشاهدةً، ثمَّ أُنظِّمُها في جدولٍ تكراريٍّ 20

الربيعيِّ لها.

لُ التراكميُّ )x(عددُ الطلبةِ المُعدَّ
31 < x ≤ 1.5

71.5 < x ≤ 2

252 < x ≤ 2. 5

382. 5 < x ≤ 3

243 < x ≤ 3.5

113.5 < x ≤ 4
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الدرسُ

3
مقاييسُ التشتُّتِ للجداولِ التكراريةِ ذاتِ الفئاتِ
 Measures of Variation for Frequency Tables

with Class Intervals
 � إيجادُ مقاييسِ التشتُّتِ للبياناتِ المُنظَّمةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ. فكرةُ الدرسِ � 

عونَ وَفقَ   � يعملُ في مصنعٍ للأثاثِ المنزليِّ 20 عاملً، يتوزَّ مسألةُ اليومِ � 
الأجرِ الأسبوعيِّ لأقربِ دينارٍ كما في الجدولِ المجاورِ.

			�في أثناءِ زيارةِ مندوبِ وزارةِ العملِ الذي يُتابعُِ أحوالَ   
العمّالِ في المصانعِ، أفادَ المديرُ الماليُّ للمصنعِ بأنَّ 

الانحرافَ المعياريَّ لأجورِ العاملينَ هوَ 4.72 تقريبًا.
؟ ةِ ما أفادَ بهِ المديرُ الماليُّ قُ منْ صحَّ كيفَ يُمكِنُ التحقُّ 			 

فئاتُ الأجورِعددُ العمّالِ
670 ≤ x < 75

875 ≤ x < 80

480 ≤ x < 85

285 ≤ x ≤ 90

فْتُ ســابقًا مقاييسَ التشــتُّتِ التي تصفُ تباعدَ البياناتِ عنْ بعضِهــا. ومنْ هذهِ المقاييسِ  تعرَّ
، وقدْ أوجدْتُهُ  التباينُ؛ وهوَ الوسطُ الحســابيُّ لمُربَّعاتِ انحرافاتِ القيمِ عنْ وسطهِا الحسابيِّ

باستعمالِ الصيغةِ الآتيةِ:
 σ2= 

∑(x-x )2

n

حيثُ:
x : الوسطُ الحسابيُّ للبياناتِ.

n: عددُ البياناتِ.

فْتُ أيضًا الانحرافَ المعياريَّ  σ؛ وهوَ الجذرُ التربيعيُّ للتباينِ. تعرَّ
لنِرُاجِعْ كيفيةَ حسابِ هذيْنِ المقياسيْنِ في المثالِ الآتي.

 

أَجِدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لمجموعةِ البياناتِ الآتيةِ: 3 ,0 ,3 ,1 ,7 ,4 
:σ2 ُالتباين  1

. الخطوةُ 1: أَجِدُ الوسطَ الحسابيَّ
 x = 

∑x
n

	 صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ

 = 4+7+1+3+0+3
6

 = 3 بالتعويضِ، والتبسيطِ	

مثال 1

رموزٌ رياضيةٌ

يُرمَزُ إلــى الانحرافِ ·	
 ،σ المعيــاريِّ بالرمزِ 
 ، وهــوَ حــرفٌ يونانيٌّ

ويُقرَأُ: سيجما.
الرمزُ ∑ حرفٌ يونانيٌّ ·	

يدلُّ علــى المجموعِ، 
ويُقرَأُ أيضًا: سيجما.

رُ أتذكَّ

المــدى مــنْ مقاييــسِ 
التشــتُّتِ، وهوَ يساوي 
أكبرَ القيمِ مطروحًا منهْا 
أصغرُ القيمِ بالنسبةِ إلى 
البياناتِ المفردةِ، ويُعَدُّ 
ةً فــي التعبيرِ  الأقــلَّ دقَّ
عنْ تشــتُّتِ البياناتِ أوْ 

تباعدِها. 
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الخطوةُ 2: �أُنشِئُ جدولً أحســبُ فيهِ انحرافَ كلِّ قيمةٍ 
، فضلً عنْ حسابِ  عنْ الوســطِ الحســابيِّ

مُربَّعاتِ الفروقِ.

لْتُ إليْها منَ الجدولِ  ضُ القيمَ التي توصَّ الخطوةُ 3: �أُعوِّ
بصيغةِ التباينِ.

σ2 = 
∑(x-x )2

n
صيغةُ التباينِ	  

 = 30
6

 = 5 بالتعويضِ، والتبسيطِ	
إذنْ، التباينُ هوَ  5

:σ  ُّالانحرافُ المعياري  2

 σ = √5    :ِالانحرافُ المعياريُّ هوَ الجذرُ التربيعيُّ للتباين
  أتحقق من فهمي

أَجِدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لمجموعةِ البياناتِ الآتيةِ:
3, 5, 12, 10, 15, 14, 11

(x - x )2(x - x )x

14 – 3 = 14

167 – 3 = 47

41 – 3 = -21

03 – 3 = 03

90 – 3 = -30

03 – 3 = 03

المجموع30ُ

هُ يُمكِنُ  بالرغمِ منْ أنَّ الجداولَ التكراريةَ ذاتَ الفئاتِ لا تظهرُ فيها القيمُ الحقيقيةُ للبياناتِ، فإنَّ
استعمالُها لتقديرِ التباينِ والانحرافِ المعياريِّ للبياناتِ؛ إذْ يُمكِنُ النظرُ إلى جميعِ قيمِ البياناتِ 

.x )ِفي فئةٍ مُعيَّنةٍ على أساسِ أنَّ كلًّ منهْا ممثلةً بقيمةِ منتصفِ الفئةِ )مركزُ الفئة

لتقديرِ الوســطِ الحسابيِّ للبياناتِ المُنظَّمةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، أستعملُ ·	
الصيغةَ الآتيةَ:

x = 
∑(x × f )

∑ f
 

حيثُ:
f : تكرارُ الفئةِ.  			  x: مركزُ الفئةِ.

لتقديرِ التباينِ للبياناتِ المُنظَّمةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، أستعملُ الصيغةَ الآتيةَ:·	

σ2 = 
∑((x-x )2 × f )

∑ f

، أَجِدُ الجذرَ التربيعيَّ للتباينِ.·	 لتقديرِ الانحرافِ المعياريِّ

مفهومٌ أساسيٌّ

رُ أتذكَّ

مجمــوعُ انحرافــاتِ 
المشاهداتِ أوِ القيمِ عنْ 
وسطهِا الحسابيِّ يساوي 

صفرًا.

معلومةٌ

في ما يخــصُّ البياناتِ 
المُنظَّمةَ فــي الجداولِ 
ذاتِ الفئــاتِ، يكــونُ 
المــدى مســاويًا لقيمةِ 
الحــدِّ الأعلــى الفعليِّ 
للفئةِ العليا مطروحًا منهْا 
قيمةُ الحدِّ الأدنى الفعليِّ 

للفئةِ الدنيا. 
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يُبيِّنُ الجــدولُ المجاورُ  حفظُ القــرآنِ الكريــمِ: 
توزيعًا لخمسينَ طالبًا يحفظونَ 5 أجزاءٍ منَ القرآنِ 
رُ التباينَ  الكريمِ بحسبِ أعمارِهِمْ لأقربِ سنةٍ. أُقدِّ

والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.
لتقديرِ التباينِ، أُنشِئُ جدولً جديدًا يحوي الأعمدةَ المُظلَّلةَ عناوينهُا على النحوِ الآتي:

(x - x)2 × f(x - x)2x - xx × fxfِفئاتُ العمر
194.412.96-3.61057156 – 8

3.60.36-0.610010109 – 11

1445.762.4325132512 – 14

المجموع34253050ُ

 x = 
∑ (x × f )

∑ f
 = 530

50
 = 10.6 طِ الحسابيِّ 	 بالتعويضِ في صيغةِ المُتوسِّ

σ2 = 
∑((x-x )2 × f )

∑ f
		  صيغةُ التباينِ	

 = 342
50

    			    بالتعويضِ	

= 6.84    			    بالتبسيطِ	
، أَجِدُ الجذرَ التربيعيَّ للتباينِ: لتقديرِ الانحرافِ المعياريِّ

σ ≈ 2.62

  أتحقق من فهمي

يُبيِّــنُ الجدولُ المجــاورُ توزيعًا لـِ 200 ســائقٍ وفقَ 
أعمارِهم، ممن تســبَّبوا في حوادثَ مروريةٍ خطيرةٍ في 
رُ التباينَ  إحــدى المدنِ علــى مــدارِ أســبوعٍ. أُقــدِّ

والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.

فئاتُ العمرِعددُ الحُفّاظِ
156 – 8

109 – 11

2512 – 14

مثال 2

فئاتُ العمرِ )سنةٌ(عددُ الأشخاصِ
10018 ≤ x < 28

5228 ≤ x < 38

2638 ≤ x < 48

1848 ≤ x < 58

458 ≤ x ≤ 68

توجدُ صيغةٌ أُخرى لتقديرِ التباينِ للبياناتِ المُنظَّمــةِ في جداولَ تكراريةٍ ذاتِ فئاتٍ، منْ دونِ 
، وهذهِ الصيغةُ هيَ: حاجةٍ إلى حسابِ انحرافاتِ مراكزِ الفئاتِ عنِ الوسطِ الحسابيِّ

σ2 = 
∑(x2 × f )-(∑ f ) (x)2

∑ f

رُ أُفكِّ
لمــاذا لا يُشــترَطُ فــي 
مجمــوعِ انحرافــاتِ 
مراكــزِ الفئــاتِ عــنِ 
الوســطِ الحســابيِّ أنْ 
يساويَ صفرًا، في حالةِ 
البيانــاتِ المُنظَّمــةِ في 

الجدولِ ذي الفئاتِ؟
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 مثال 3: من الحياة 

نَتْ سُــمَيَّةُ عددَ رســائلِ البريدِ  : دوَّ بريدٌ إلكترونيٌّ
الإكترونــيِّ اليوميةِ التــي وصلَتْها فــي 40 يومًا، 
ونظَّمَتْ بياناتهِا في الجــدولِ التكراريِّ المجاورِ. 

رُ التباينَ لهذهِ البياناتِ. أُقدِّ

لتقديرِ التباينِ، أُنشِئُ جدولً جديدًا يحوي الأعمدةَ المُظلَّلةَ عناوينهُا على النحوِ الآتي: 

f × x2f × xx2xfِعددُ الرسائل
8647214412610 – 14

14458528917515 – 19

5808264484221220 – 24

656124372927925 – 29

8192256102432830 – 34

المجموع2287092040ُ

x = 
∑x × f

∑ f
 = 920

40
 = 23 	 بالتعويضِ في صيغةِ الوسطِ الحسابيِّ

σ2 = 
∑(x2 × f )-(∑ f ) (x)2

∑ f
 	  الصيغةُ الثانيةُ لحسابِ التباينِ	

 = 
22870 - 21160

40
  			   بالتعويضِ	

≈ 43      				       بالتبسيطِ	

  أتحقق من فهمي

أَحُلُّ مســألةَ )حفظُ القــرآنِ الكريمِ( التي وردَتْ في المثالِ 2 باســتعمالِ الصيغةِ الثانيةِ لتقديرِ 
لُ إليْها بالقيمةِ التي ســبقَ  ، ثمَّ أُقارِنُ قيمةَ الانحرافِ المعياريِّ التي أتوصَّ الانحــرافِ المعياريِّ

حسابُها.

عددُ الرسائلِعددُ الأيامِ

610 – 14

515 – 19

1220 – 24

925 – 29

830 – 34

، عنْ طريقِ إعادةِ تنظيمِها  جٍ تكراريٍّ يُمكِننُي أيضًا تقديرُ مقاييسِ التشتُّتِ للبياناتِ المُمثَّلةِ بمُدرَّ
في جدولٍ ذي فئاتٍ وتكرارٍ.

معلومةٌ
في شهرِ تشــرينَ الثاني 
نَ  1971م، تمكَّ منْ عامِ 
راي توملينسون )مُخترِعُ 
 ) البريــدِ الإلكترونــيِّ
منْ إرســالِ أولِ رسالةٍ 
إلكترونيــةٍ وصلَتْ إلى 
العنــوانِ المُرسَــلِ إليْهِ 

مباشرةً.   
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جِ التكراريِّ  كتلةُ الجسمِ: يُبيِّنُ التمثيلُ بالمُدرَّ
المجاورِ توزيعًا لمجموعةِ أطفالٍ منْ سنِّ 10 
بةً إلى أقربِ  سنواتٍ وَفقَ كتلِ أجسامِهِمْ مُقرَّ

كيلوغرامٍ. 
رُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ. أُقدِّ

 التباينُ: أُعيدُ تنظيمَ البياناتِ في جدولٍ ذي فئاتٍ وتكرارٍ على النحوِ الآتي: 1

(x - x)2 × f(x - x)2x - xx × fxf)x ُالفئةُ )الكتلة
173.2857.76-7.612642340 ≤ x < 44

51.8412.96-3.618446444 ≤ x < 48

0.80.160.425050548 ≤ x < 52

154.8819.364.443254852 ≤ x ≤ 56

المجموع380.899220ُ

 x = 
∑x × f

∑ f
   			   	 صيغةُ الوسطِ الحسابيِّ

= 992
20

 = 49.6  				     بالتعويضِ، والتبسيطِ

σ2 = 
∑(x-x )2 × f

∑ f
 	 الصيغةُ الأولى لحسابِ التباينِ	

= 380.8
20

 = 19.04 			   بالتعويضِ، والتبسيطِ	

:  الانحرافُ المعياريُّ 2

 σ ≈ 4.36 :ِأَجِدُ الجذرَ التربيعيَّ للتباين ، لتقديرِ الانحرافِ المعياريِّ

  أتحقق من فهمي

جِ التكراريِّ  يُبيِّنُ التمثيلُ بالمُدرَّ  : صيدٌ بحريٌّ
المجاورِ توزيعًا لكتلِ مجموعةٍ منَ الأســماكِ 
التي اصطادَها أحدُ الصيّادينَ في مدينةِ العقبةِ.

رُ التباينَ والانحــرافَ المعيــاريَّ لهذهِ  أُقــدِّ
البياناتِ.

كتلةُ الجسمِ

(ِ ال
طف
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ددُ 
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الت
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مثال 4

(kg) ُالكتلة

(ِ ماك
لأس

دُ ا
عد

رُ (
كرا

الت

1
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يحــوي خليــجُ العقبةِ 
500 نوعٍ  ما يزيدُ علــى 
منَ الأســماكِ منْ أصلِ 
1400 نــوعٍ تعيــشُ في 

مياهِ البحرِ الأحمرِ.
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الوحدةُ 8

أتدرب وأحل المسائل

طباعةٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا لأربعينَ طالبًا في الصفِّ العاشرِ بحسبِ 
عددِ الكلماتِ التي يستطيعونَ طباعتَها في جهازِ الحاسوبِ في دقيقةٍ واحدةٍ:

رُ الوسطَ الحسابيَّ لهذهِ البياناتِ.  أُقدِّ 1 

رُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.  أُقدِّ 2 

شــققٌ ســكنيةٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيعًا لـِ 23 شــقةً سكنيةً - بحسبِ 
مِساحاتهِا- بنتَْها إحدى شركاتِ الإسكانِ عامَ 2020م: 

رُ الوسطَ الحسابيَّ لهذهِ البياناتِ.  أُقدِّ 3 

رُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ بطريقتيْنِ مختلفتيْنِ.  أُقدِّ 4 

ةٍ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ توزيــعَ اللاعبينَ في فريقيْنِ  كرةُ ســلَّ
ةِ وفقَ أطوالهِِمْ بالسنتيمترِ: لكرةِ السلَّ

رُ التباينَ لأطوالِ اللاعبينَ في كلِّ فريقٍ.  أُقدِّ 5 

رُ   �أيُّ الفريقيْنِ أكثرُ تجانسًــا منْ حيثُ أطوالُ اللاعبينَ؟ أُبرِّ 6 

إجابتي.

جِ التكراريِّ المجاورِ  ســاعاتُ النومِ: يُبيِّنُ التمثيلُ بالمُدرَّ
توزيعًا لـِ 200 طالبٍ بحسبِ ساعاتِ نومِهِمْ:

رُ الوسطَ الحسابيَّ لهذهِ البياناتِ.  أُقدِّ 7 

رُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لهذهِ البياناتِ.  أُقدِّ 8 

 أَصِفُ توزيعَ هذهِ البياناتِ. 9 

الفئاتُ )عددُ الكلماتِ عددُ الطلبةِ
في الدقيقةِ(

826 - 30

1231 - 35

1036 - 40

741 - 45

346 - 50

الفئاتُ )المِساحةُ m2(عددُ الشققِ
280 ≤ x < 100

5100 ≤ x < 120

7120 ≤ x < 140

6140 ≤ x < 160

3160 ≤ x ≤ 180

الطولُ )x(فريقُ النسورِفريقُ الأسُودِ
23170 ≤ x < 178

31179 ≤ x < 187

34188 ≤ x < 196

22197 ≤ x ≤ 205

(ِ لبة
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 �أُقارِنُ بينَ قيمتَيِ التباينِ للبياناتِ المُمثَّلةِ  10 

رًا سببَ  في الشــكليْنِ المجاوريْنِ، مُفسِّ
الاختلافِ بينهَُما.

 �عملٌ: أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 11 

مهارات التفكير العليا

رُ قيمتَيِ الوسطِ الحسابيِّ   مسألةٌ مفتوحةٌ: أُنظِّمُ البياناتِ الآتيةَ في جدولٍ تكراريٍّ )أختارُ طولً مناسبًا للفتراتِ(، ثمَّ أُقدِّ 12 

والتباينِ، مُستعمِلً آلةً حاسبةً لإيجادِ القيمةِ الدقيقةِ لكلٍّ منهُْما، ثمَّ أُقارِنُ قيمَهُما الدقيقةَ بالقيمِ التقديريةِ. 

11111111121314141415

109121591016131110

1313118981413147

10121616991091215

911101010615121111

 تبريــرٌ: في الســؤالِ (12)، ما تأثيرُ أطــوالِ فتراتِ الجــدولِ التكراريِّ الذي أنشــأْتُهُ في القيمةِ التقديريــةِ للتباينِ؟ 13 

رُ إجابتي. أُبرِّ

 تبريرٌ: هلْ يُمكِنُ تقديرُ التباينِ للبياناتِ المُمثَّلةِ في المنحنى  14 

رُ إجابتي. التكراريِّ التراكميِّ المجاورِ؟ أُبرِّ

 تبريرٌ: أكتبُ تبريرًا لكلٍّ منَ الخطواتِ الجبريةِ الآتيةِ:  15 

		  ∑( x - x )2 = ∑x2 - 2 x ∑x + n x 2

		  = ∑x2 - 2 n x 2 + n x 2

		  = ∑x2 - 
(∑x)2

n

لُ استعمالَها؟ لماذا؟   أكتبُ: أيُّ صيغتَيِ التباينِ أُفضِّ 16 
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الدرسُ

4
احتمالاتُ الحوادثِ المتنافيةِ

Probability of Mutually Exclusive Events

مةِ الحادثِ.    حسابُ احتمالاتِ الحوادثِ المتنافيةِ، وغيرِ المتنافيةِ، ومُتمِّ فكرةُ الدرسِ � 

مةُ الحادثِ. بُ، الحادثانِ المتنافيانِ، مُتمِّ   الحادثُ البسيطُ، الحادثُ المُركَّ المصطلحاتُ � 

رِ في باخرتيْنِ. إذا كانَ    �استوردَ تاجرٌ شِــحْنةً منَ السكَّ مسألةُ اليومِ � 
احتمالُ وصولِ الباخرةِ الأولــى في موعدِها 60%، 
واحتمالُ وصولِ الباخــرةِ الثانيةِ في موعدِها 50%، 
واحتمالُ وصولهِِما معًــا %30، فما احتمالُ وصولِ 

إحدى الباخرتيْنِ على الأقلِّ في موعدِها؟

 

رًا إجابتي: دُ إذا كانَ الحادثانِ متنافييْنِ أمْ لا في ما يأتي، مُبرِّ أُحدِّ

 �التجربةُ هــيَ لعبةُ كرةِ القدمِ. الحادثُ الأولُ هوَ الفوزُ فــي المباراةِ، والحادثُ الثاني هوَ  1

الخسارةُ.
هُ لا يُمكِنُ الفوزُ والخسارةُ في الوقتِ نفسِهِ. الحادثانِ متنافيانِ؛ لأنَّ

، أوِ الحصولُ   �التجربةُ هيَ إلقاءُ حجرِ نردٍ منتظمٍ. الحادثانِ هما الحصولُ على عددٍ زوجيٍّ 2

على عددٍ أقلَّ منْ 3
الحادثــانِ غيرُ متنافييْنِ؛ نظرًا إلى وجودِ عنصرٍ مشــتركٍ بينهَُما، هوَ العددُ 2، وهذا العددُ 

، وأقلُّ منْ 3 في الوقتِ نفسِهِ. زوجيٌّ

مثال 1

يُســمّى الحــادثُ الواحــدُ )مثلُ وصــولِ الباخــرةِ الأولى فــي موعدِها( الحادثَ البســيطَ 
نُ منْ حادثيْنِ  ــبُ (compound event) فيتكــوَّ (simple event)، أمّــا الحادثُ المُركَّ

بسيطيْنِ أوْ أكثرَ، مثلُ وصولِ إحدى الباخرتيْنِ على الأقلِّ في موعدِها. 

يانِ حادثيــنِ متنافييــنِ  إذا كانَ )A( وَ )B( حادثيْــنِ فــي تجربــةٍ عشــوائيةٍ، فإنَّهُمــا يُســمَّ
رَ وقوعُهُما معًا في الوقتِ نفسِــهِ. ويُقصَدُ بالمتنافييْنِ عدمُ  (mutually exclusive)؛ إذا تعذَّ

وجودِ عناصرَ مشتركةٍ بينهَُما.

رُ أتذكَّ

 )A َو B( ِالحادثان 
وَ)B أوْ A( كلاهُما 

نُ منْ  هُ يتكوَّ بٌ؛ لأنَّ مُركَّ
حادثيْنِ بسيطيْنِ.

مُ أتعلَّ

يُطلَقُ على الحادثيْنِ 
المتنافييْنِ أيضًا اسمُ 

الحادثيْنِ المنفصليْنِ.
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ةً واحدةً، أَجِدُ ما يأتي: في تجربةِ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ

.  احتمالُ ظهورِ العددِ 1، وظهورِ عددٍ زوجيٍّ 1

أفترضُ أنَّ )A( هوَ حادثُ ظهورِ العددِ 1، وَ)B( هوَ حادثُ ظهورِ 
A = {1}, B = {2, 4, 6}،ْإذن  . عددٍ زوجيٍّ

بمــا أنَّ ϕ ={6 ,4 ,2} ∩ {1}، فإنَّ )A( وَ)B( حادثانِ متنافيانِ. إذنْ، احتمالُ وقوعِهِما 
P(A and B) = P(A∩B) = 0  :ِمعًا هوَ صفرٌ. وبالرموز

مثال 2

  أتحقق من فهمي

رًا إجابتي: دُ إذا كانَ الحادثانِ متنافييْنِ أمْ لا في ما يأتي، مُبرِّ أُحدِّ
ةٍ فيها 5 بطاقاتٍ حمراءَ، و3َ بطاقاتٍ   �التجربةُ هيَ ســحبُ بطاقةٍ واحدةٍ عشــوائيًّا منْ ســلَّ )a

خضراءَ. الحادثُ الأولُ سحبُ بطاقةٍ حمراءَ، والحادثُ الثاني سحبُ بطاقةٍ خضراءَ.
 �التجربةُ هيَ إلقاءُ حجرِ نردٍ منتظمٍ. الحادثانِ هما الحصولُ على عددٍ فرديٍّ أوْ عددٍ زوجيٍّ  )b

عندَ إلقاءِ حجرِ النردِ.

فْتُ سابقًا أنَّ تقاطعَ حادثيْنِ في تجربةٍ عشوائيةٍ يعني وقوعَهُما معًا، ويُستدَلُّ على ذلكَ منْ  تعرَّ
، ويُستدَلُّ  أداةِ الربطِ )وَ: and( أوْ الرمزِ )∩(، وأنَّ اتحادَ حادثيْنِ يعني وقوعَ أحدِهِما على الأقلِّ
(B) حادثيْنِ متنافييْنِ، فإنَّ  وَ   (A) or ( أوْ الرمزِ )∪(. فإذا كانَ  على ذلكَ منْ أداةِ الربطِ )أوْ: 
 P(A∪B) ِّيساوي صفرًا، واحتمالَ وقوعِ أحدِهِما على الأقل P(A∩B) احتمالَ وقوعِهِما معًا

يساوي مجموعَ احتمالَيْ وقوعِهِما. 

 �إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْــنِ متنافييْــنِ في تجربةٍ عشــوائيةٍ، فإنَّ احتمالَ  بالكلماتِ:

وقوعِهِما معًا يســاوي صفرًا، واحتمالَ وقوعِ أحدِهِما على الأقلِّ يساوي 
مجموعَ احتمالَيْ وقوعِهِما.

: بالرموزِ:     إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْنِ متنافييْنِ، فإنَّ

P(A and B) = P(A∩B) = 0  				   
P(A or B) = P(A∪B) = P(A) + P(B) 			 

مفهومٌ أساسيٌّ

مُ أتعلَّ

الحرفُ (P) هوَ اختصارٌ 
 (Probability) لكلمةِ 

التي تعني الاحتمالَ.

رُ أتذكَّ

لأيِّ تجربــةٍ عشــوائيةٍ، 
احتمالُ وقــوعِ الحادثِ 
البســيطِ E يساوي عددَ 
عناصــرِ هــذا الحادثِ 
n(E) مقســومًا علــى 

عددِ عناصرِ فضاءِ العيِّنةِ 
n(Ω)؛ أيْ:

P(E) = 
n(E)
n(Ω)
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الوحدةُ 8

.  احتمالُ ظهورِ العددِ 1، أوْ ظهورِ عددٍ زوجيٍّ 2

بما أنَّ )A( وَ)B( حادثانِ متنافيانِ، فــإنَّ احتمالَ وقوعِ )A( أوْ )B( )وقوعُ أحدِهِما على 
( يساوي مجموعَ احتمالَيْ وقوعِهِما. وبالرموزِ:  الأقلِّ

	 P(A or B) = P(A∪B) = P(A) + P(B)� صيغةُ احتمالِ حادثيْنِ متنافييْنِ
	 = 

1
6

 + 
3
6

� بإيجادِ احتمالاتِ كلٍّ منَ الحادثيْنِ، والتعويضِ

	 = 
2
3

� بالجمعِ، ثمَّ التبسيطِ

  أتحقق من فهمي

في تجربةِ اختيارِ عددٍ عشوائيًّا منْ بينِ الأعدادِ: 8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1، أَجِدُ:
، ويقبلُ القسمةَ على 4   احتمالَ اختيارِ عددٍ أوليٍّ )a

، أوْ عددٍ يقبلُ القسمةَ على 4   احتمالَ اختيارِ عددٍ أوليٍّ )b

لاحظْتُ في المثــالِ 1 أنَّ حادثَيِ الحصولِ على عددٍ زوجيٍّ أوْ عددٍ أقلَّ منْ 3 عندَ إلقاءِ حجرِ 
نــردٍ منتظمٍ هما غيرُ متنافييْنِ؛ نظرًا إلى وجودِ عنصرٍ مشــتركٍ بينهَُما، هوَ العددُ 2، وهذا العددُ 

؟ ، وأقلُّ منْ 3، فكيفُ أَجِدُ احتمالَ وقوعِ أحدِهِما على الأقلِّ زوجيٌّ

، وَ)B( حادثَ الحصولِ على عددٍ أقلَّ منْ 3،  إذا كانَ )A( حادثَ الحصولِ على عــددٍ زوجيٍّ
هُ يُمكِنُ تمثيلُ هذيْنِ الحادثيْنِ باستعمالِ أشكالِ  ةً واحدةً، فإنَّ في تجربةِ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ

ڤنْ كما يأتي:

A B
3

1
4

6
2

5
Ω

عددٌ زوجيٌّعددٌ أقلُّ منْ 3

: عندَ حسابِ احتمالِ كلِّ حادثٍ على حِدَةٍ، أَجِدُ أنَّ

P(A) = 
3
6

   ,  P(B) = 
2
6

رُ أتذكَّ

لأيِّ حادثٍ )A( في 
فضــاءِ العيِّنةِ لتجربةٍ 
 : عشوائيةٍ ما Ω، فإنَّ

0 ≤ P(A) ≤ 1

رموزٌ رياضيةٌ

يُســتعمَلُ الحــرفُ 
اليونانــيُّ Ω للدلالةِ 
علــى فضــاءِ العيِّنةِ 
للتجربةِ العشــوائيةِ، 

ويُقرَأُ: أوميجا.
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، وجمعِ هذيْــنِ الاحتماليْنِ، فإنَّ احتمالَ  عندَ إيجادِ احتمــالِ وقوعِ أحدِ الحادثيْنِ على الأقلِّ
هُ موجودٌ في الحادثيْنِ )موجودٌ في منطقةِ التقاطعِ بينَ الحادثيْنِ(، ولذلكَ  رُ؛ لأنَّ العددِ 2 سيتكرَّ

يجبُ طرحُهُ منْ مجموعِ الاحتماليْنِ:

	 P(A ∪ B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B) 

	 = 
3
6

 + 
2
6

  - 
1
6

  = 
4
6

 = 
2
3

	�إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْنِ غيرَ متنافييْنِ في تجربةٍ عشــوائيةٍ، فإنَّ احتمالَ  بالكلماتِ:

وقــوعِ أحدِهِما على الأقلِّ يســاوي مجموعَ احتمالَيْهِمــا، مطروحًا منهُْ 
احتمالَ وقوعِ )A( وَ)B( معًا.

: إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْنِ غيرَ متنافييْنِ، فإنَّ بالرموزِ:	

 P(A or B) = P(A∪B) = P(A) + P(B) - P(A∩B) 	

مفهومٌ أساسيٌّ

 

مةً منْ 1 إلى 15، إذا سُحِبَتْ بطاقةٌ عشوائيًّا، فأَجِدُ احتمالَ  يحتوي صندوقٌ على 15 بطاقةً مُرقَّ
الحادثيْنِ الآتييْنِ:

 أنْ يكونَ العددُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 3، ومنْ عواملِ العددِ 12  1

أفتــرضُ أنَّ (M) هوَ حادثُ اختيارِ عددٍ منْ مضاعفاتِ العددِ 3، وَ)F( هوَ حادثُ اختيارِ 
عددٍ منْ عواملِ العددِ 12 

.(F)َو (M) ِأداةُ الوصلِ )وَ( في السؤالِ تشيرُ إلى أنَّ المطلوبَ هوَ تقاطعُ الحادثيْن
يُمكِننُي استعمالُ أشــكالِ ڤنْ لتحديدِ 
عددِ العناصرِ المشــتركةِ بينَ الحادثيْنِ 

كما في الشكلِ المجاورِ:
P(M and F ) = P(M ∩ F )  

= 
3

15
 = 

1
5

 

مثال 3

Ω

13

11

8

6
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 أنْ يكونَ العددُ على البطاقةِ منْ مضاعفاتِ العددِ 3، أوْ منْ عواملِ العددِ 12 2

أداةُ الوصلِ )أوْ( في الســؤالِ تشــيرُ إلى أنَّ المطلوبَ هوَ اتحادُ الحادثيْنِ غيرِ المتنافييْنِ 
يا في الفرعِ السابقِ. وهذا يعني احتمالَ وقوعِ أحدِهِما على الأقلِّ  (M) وَ( F) اللذيْنِ سُمِّ

)احتمالُ اتحادِهِما(:

	 P(M or F ) = P(M ⋃ F) = P(M) + P(F) - P(M ∩ F ) 

	 = 
5

15
 + 

6
15

  - 
3

15
  = 

8
15

  أتحقق من فهمي

في تجربةِ اختيارِ عددٍ عشوائيًّا منَ المجموعةِ: { 10 ,9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 }، أَجِدُ:

، ومنْ عواملِ العددِ 10   احتمالَ اختيارِ عددٍ أوليٍّ )a

، أوْ عددٍ منْ عواملِ العددِ 10   احتمالَ اختيارِ عددٍ أوليٍّ )b

 (complement event) ُم يحتوي الحادثُ المُتمِّ
للحــادثِ )A(، لأيِّ تجربةٍ عشــوائيةٍ، على جميعِ 
عناصرِ فضــاءِ العيِّنةِ غيرِ الموجــودةِ في الحادثِ 

 .)A( ِويُرمَزُ إليْهِ بالرمز ،)A(

تُمثِّلُ المنطقةُ الزرقاءُ في شــكلِ ڤنْ المجاورِ )A( بوصفِها جــزءًا منْ فضاءِ العيِّنةِ. فمثلً، عندَ 
 : إلقاءِ حجرِ نردٍ، إذا كانَ الحادثُ )A( هوَ الحصولَ على العددِ 5، فإنَّ

A = {5}  ,  A = {1, 2, 3, 4, 6}

 : لذا، فإنَّ
P(A) = 1 - P(A)

A B
Ω

.(A) ِهوَ 1 ناقصُ احتمالِ وقوعِ الحادث )A( ِمةِ الحادث  �احتمالُ وقوعِ مُتمِّ بالكلماتِ:

: بالرموزِ:     لأيِّ حادثٍ )A( في تجربةٍ عشوائيةٍ، فإنَّ

P(A) = 1 - P(A)    	

مفهومٌ أساسيٌّ

رموزٌ رياضيةٌ

لأيِّ تجربةٍ عشــوائيةٍ، 
فــإنَّ A يعني عدمَ وقوعِ 

.A ِالحادث

رُ أتذكَّ

 A ∩ B = A ∪ B

A ∩ B = A ∪ B
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جوائزُ: نالَتْ خلودُ جائزةَ الطالبةِ المثاليةِ في الصفِّ العاشــرِ، وطُلبَِ إليْها أنْ تسحبَ جائزتَها 
عشوائيًّا منْ صندوقٍ يحتوي على 9 ساعاتٍ سوداءَ، و5َ ساعاتٍ زرقاءَ، و8َ ساعاتٍ حمراءَ. ما 

احتمالُ عدمِ اختيارِ خلودَ ساعةً حمراءَ؟ 
:P(A) َهوَ حادث الحصولِ على ساعةٍ حمراءَ، فإنَّ المطلوبَ هو )A( َإذا كان

P(A) = 1 - P(A) 			   مةِ 	 احتمالُ المُتمِّ

 = 1 - 8
22

    				     بالتعويضِ

= 14
22

 = 7
11

			   بالتبسيطِ	

  أتحقق من فهمي

سحبَ هيثمٌ كرةً عشوائيًّا منْ كيسٍ يحتوي على كراتٍ مُتماثلِةٍ؛ واحدةٍ منْها صفراءَ، وَ 3 كراتٍ 
حمراءَ، وَ 12 كرةً خضراءَ. ما احتمالُ عدمِ سحبِ هيثمٍ كرةً خضراءَ؟

مثال 4

أتدرب وأحل المسائل

رًا إجابتي:  دُ إذا كانَ الحادثانِ متنافييْنِ أمْ لا لكلِّ تجربةٍ عشوائيةٍ في ما يأتي، مُبرِّ أُحدِّ

ةً واحدةً.  ظهورُ العددِ 3، أوْ ظهورُ عددٍ زوجيٍّ عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ 1 

ةً واحدةً.  ظهورُ أحدِ عواملِ العددِ 12، أوْ ظهورُ عددٍ أوليٍّ عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ 2 

ةً واحدةً.  ظهورُ عدديْنِ مجموعُهُما 8 أوْ 12 عندَ إلقاءِ حجرَيْ نردٍ منتظمٍ مرَّ 3 

في تجربةِ اختيارِ بطاقةٍ واحدةٍ عشوائيًّا منْ 20 بطاقةً مُتماثلِةً، كُتبَِ على كلٍّ منْها عددٌ منْ 1 إلى 20، أَجِدُ: 

 احتمالَ اختيارِ عددٍ منْ مضاعفاتِ العددِ 7، ومنْ مضاعفاتِ العددِ 5 4 

 احتمالَ اختيارِ عددٍ منْ مضاعفاتِ العددِ 7، أوْ منْ مضاعفاتِ العددِ 5 5 

، ويقبلُ القسمةَ على 4  احتمالَ اختيارِ عددٍ فرديٍّ 6 

، أوْ يقبلُ القسمةَ على 4   احتمالَ اختيارِ عددٍ فرديٍّ 7 

رموزٌ رياضيةٌ

تُستعمَلُ أحيانًا كلمةَ )فقطْ( 
في الاحتمالاتِ، مثلَ قولنِا: 
الحادثِ  وقوعِ  احتمالُ 
A فقطْ، وتعني احتمالَ 
A، وعدمَ  وقوعِ الحادثِ 
وقوعِ أيِّ حوادثَ أُخرى 
A في الوقتِ نفسِهِ.  معَ 

وبالرموزِ: 
 P(A and not B) =

P(A⋂B )
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مةٌ منْ 1 إلى 21، وموضوعةٌ داخلَ صندوقٍ. مجموعةٌ منَ الكراتِ المُتماثلِةِ، مُرقَّ
إذا اختيرَتْ كرةٌ منَ الصندوقِ عشوائيًّا، فأَجِدُ مُستعمِلً أشكالَ ڤنْ: 

 احتمالَ أنْ تحملَ الكرةُ عددًا زوجيًّا. 8 

 احتمالَ أنْ تحملَ الكرةُ عددًا منْ مضاعفاتِ العددِ 3 9 

 احتمالَ أنْ تحملَ الكرةُ عددًا زوجيًّا، ومنْ مضاعفاتِ العددِ 3 10 

 احتمالَ أنْ تحملَ الكرةُ عددًا زوجيًّا، أوْ منْ مضاعفاتِ العددِ 3 11 

: في دراسةٍ طبيةٍ شملَتْ 100 شخصٍ، زارَ بعضُهُمْ طبيبَ الأسُرةِ  طبٌّ
أوْ طبيبَ الأسنانِ في أحدِ الأسابيعِ كما هوَ مُبيَّنٌ في شكلِ ڤنْ المجاورِ. 

إذا اختيرَ أحدُهُمْ عشوائيًّا، فأَجِدُ احتمالَ كلِّ حادثٍ ممّا يأتي:

 أنْ يكونَ الشخصُ قدْ زارَ طبيبَ الأسنانِ. 12 

 أنْ يكونَ الشخصُ قدْ زارَ طبيبَ الأسُرةِ. 13 

 أنْ يكونَ الشخصُ قدْ زارَ طبيبَ الأسنانِ، وطبيبَ الأسُرةِ. 14 

 أنْ يكونَ الشخصُ قدْ زارَ طبيبَ الأسنانِ، أوْ طبيبَ الأسُرةِ. 15 

 عدمُ زيارةِ الشخصِ طبيبَ الأسنانِ. 16 

 عدمُ زيارةِ الشخصِ طبيبَ الأسُرةِ. 17 

عوا وَفقَ إجاباتهِِمْ كما في الجدولِ الآتي: ةِ، وقدْ توزَّ رياضةٌ: سُئلَِ 60 رياضيًّا إذا كانوا يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ أوْ كرةِ السلَّ

ةِ ةِ فقطْكرةُ القدمِ فقطْكرةُ القدمِ، وكرةُ السلَّ عدمُ ممارسةِ أيٍّ منَ اللعبتيْنِكرةُ السلَّ

1230810عددُ الرياضيينَ:

إذا اختيرَ رياضيٌّ منْهُمْ عشوائيًّا، فأستعملُ أشكالَ ڤنْ لإيجادِ:

نْ يمارسونَ لعبتَيْ كرةِ القدمِ وكرةِ السلَّةِ.  احتمالِ أنْ يكونَ ممَّ 18 

نْ يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ، ولا يمارسونَ لعبةَ كرةِ السلَّةِ.  احتمالِ أنْ يكونَ ممَّ 19 

نْ يمارسونَ لعبةَ كرةِ السلَّةِ، ولا يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ.  احتمالِ أنْ يكونَ ممَّ 20 

نْ لا يمارسونَ لعبةَ كرةِ القدمِ، ولا يمارسونَ لعبةَ كرةِ السلَّةِ.  احتمالِ أنْ يكونَ ممَّ 21 

ُ سنة
ال

42
18 17

23

طبيبُ
الأُسرةِ

طبيبُ
الأسنانِ
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 تجارةٌ: أَحُلُّ المسألةَ الواردةَ في بدايةِ الدرسِ. 22 

مهارات التفكير العليا

: يوجدُ في أحــدِ المصانــعِ 40 عاملً، منهُْــمْ 24 عاملً   �تحــدٍّ 23 

لونَ  لونَ شــربَ الشايِ وقتَ الاســتراحةِ، و12َ عاملً يُفضِّ يُفضِّ
لونَ شــربَ الشــايِ فيهــا، و14َ عاملً  شــربَ القهوةِ ولا يُفضِّ

لونَ شربَ القهوةِ فيها. لونَ شربَ الشايِ ولا يُفضِّ يُفضِّ

نْ  	�إذا اختيرَ أحدُ عمّالِ المصنعِ عشوائيًّا، فما احتمالُ أنْ يكونَ ممَّ
لونَ شربَ الشايِ وشربَ القهوةِ؟ يُفضِّ

ةً واحدةً عشــوائيًّا، كُتبَِتِ الحوادثُ الآتيةُ على بطاقاتٍ. أَجِدُ البطاقةَ  ها لا ينتمي: في تجربةِ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ  �أيُّ 24 

رًا إجابتي. المختلفةَ، مُبرِّ

ظهورُ عددٍ يقبلُ 
القسمةَ على 3

      

ظهورُ عددٍ 

زوجيٍّ

ظهورُ عددٍ أقلَّ 
منْ 5

      

 ، ظهورُ عددٍ زوجيٍّ
وهوَ أكبرُ منْ 2

لِ هوَ 0.3، فردَّ عليْهِ يزيدُ قائلً: إذنْ، احتمالُ خسارةِ الفريقِ هوَ 0.7، هلْ   �تبريرٌ: قالَ هاني: إنَّ احتمالَ فوزِ فريقِهِ المُفضَّ 25 

رُ إجابتي. قولُ يزيدَ صحيحٌ؟ أُبرِّ

نُ حادثيْنِ غيرَ  نُ حادثيْنِ متنافييْــنِ، والآخرُ يتضمَّ  �مســألةٌ مفتوحةٌ: أَصِفُ موقفيْنِ منْ حياتــي اليوميةِ، أحدُهُما يتضمَّ 26 

دْتُ ذلكَ.  متنافييْنِ، مُبيِّناً كيفَ حدَّ



141

الدرسُ

5
احتمالاتُ الحوادثِ المستقلةِ والحوادثِ غيرِ المستقلةِ
Probability of Independent and Dependent Events

لأيِّ تجربةٍ عشــوائيةٍ، يكونُ الحادثانِ )A( وَ (B) مستقليْنِ (independent) إذا كانَ وقوعُ 
رُ في احتمالِ وقوعِ )أوْ عدمِ وقوعِ( الآخرِ. أحدِهِما )أوْ عدمُ وقوعِهِ( لا يُؤثِّ

 � تمييزُ الحوادثِ المستقلةِ منَ الحوادثِ غيرِ المستقلةِ، وحسابُ احتمالاتهِا. فكرةُ الدرسِ � 

 الحوادثُ المستقلةُ، الحوادثُ غيرُ المستقلةِ، الاحتمالُ المشروطُ، جداولُ الاتجاهينِ. المصطلحاتُ � 

 �تحتوي الســنةُ على 365 يومًا؛ لذا، فإنَّ احتمالَ أنْ يكونَ الأولُ منْ شهرِ  مسألةُ اليومِ � 
30 تقريبًا. إذا اختيرَ شخصانِ عشوائيًّا، 

365 أيلولَ يومَ ميلادِ شــخصٍ هوَ 
فما احتمالُ أنْ يكونَ يومُ ميلادِهِما في الأولِ منَ الشهرِ نفسِهِ؟

 �إذا كانَ )A( وَ (B) حادثيْــنِ مســتقليْنِ في تجربةٍ عشــوائيةٍ ، فإنَّ احتمالَ  بالكلماتِ:

وقوعِهِما معًا هوَ حاصلُ ضربِ احتمالِ وقوعِ كلٍّ منهُْما.

: بالرموزِ:      إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْنِ مستقليْنِ، فإنَّ

P(A ⋂ B) = P(A) × P(B)

مفهومٌ أساسيٌّ

 

ةً واحدةً، أَجِدُ احتمالَ ظهورِ العددِ  في تجربةِ إلقاءِ حجرِ نردٍ وقطعةِ نقدٍ منتظميْنِ عشوائيًّا معًا مرَّ
6 على حجرِ النردِ والصورةِ على قطعةِ النقدِ.

أفترضُ أنَّ )A( هوَ حادثُ ظهورِ العددِ 6 على حجرِ النردِ، وَ)B( هوَ حادثُ ظهورِ الصورةِ على 
رُ في وقوعِ الحادثِ (B) أوْ  قطعــةِ النقدِ. أُلاحِظُ أنَّ وقوعَ الحادثِ )A( أوْ عدمَ وقوعِــهِ لا يُؤثِّ

: عدمِ وقوعِهِ. إذنْ، (A) وَ (B) حادثانِ مستقلانِ، وإنَّ
 P(A and B) = P(A ⋂ B) = P(A) × P(B)   		

= 1
6

 × 1
2

 = 1
12

 		

مثال 1

مُ أتعلَّ

تُستعمَلُ عمليةُ الضربِ 
عندَ حسابِ احتمالاتِ 
الحوادثِ التي تقعُ تباعًا. 
يُمكِــنُ تعميــمُ قانــونِ 
حســابِ احتمالِ وقوعِ 
حادثيْــنِ مســتقليْنِ معًا 
لأكثــرَ مــنْ حادثيـْـنِ 

مستقليْنِ. 



142

  أتحقق من فهمي

ةً واحدةً، أَجِدُ احتمالَ ظهورِ عددٍ فرديٍّ  في تجربةِ إلقاءِ حجرَيْ نردٍ منتظميْنِ عشــوائيًّا معًا مــرَّ
على حجرِ النردِ الأولِ وعددٍ أكبرَ منْ 4 على حجرِ النردِ الثاني.

رَ وقوعُ  لأيِّ تجربةٍ عشــوائيةٍ، يكونُ الحادثانِ (A) وَ (B) غيرَ مستقليْنِ (dependent) إذا أثَّ
أحدِهِما في احتمالِ وقوعِ الآخرِ.

 

دُ إذا كانَ الحادثانِ مستقليْنِ أمْ لا في الحالاتِ الآتيةِ: أُحدِّ
 �سحبُ كرتيْنِ على التوالي عشوائيًّا منْ كيسٍ فيهِ كراتٌ مُتماثلِةٌ مختلفةُ الألوانِ، علمًا بأنَّ  1

سحبَ الكرةِ الثانيةِ كانَ بعدَ إرجاعِ الكرةِ الأولى إلى الكيسِ.
هُ يُمكِنُ إعادةُ سحبهِا، أوْ سحبُ غيرِها،  إرجاعُ الكرةِ المسحوبةِ أولً إلى الكيسِ يعني أنَّ
رُ في نتيجةِ  فتكونُ فرصُ ســحبهِا وغيرِها منَ الكراتِ متكافئةً؛ أيْ إنَّ نتيجةَ سحبهِا لا تُؤثِّ

سحبِ أيِّ كرةٍ أُخرى؛ فالحادثانِ مستقلانِ.
 �سحبُ كرتيْنِ على التوالي عشوائيًّا منْ كيسٍ فيهِ كراتٌ مُتماثلِةٌ، وعدمُ إرجاعِ أيٍّ منْهُما إلى الكيسِ. 2

يةِ فيهِ، وهذا يعني  عدمُ إرجاعِ الكرةِ المسحوبةِ أولً إلى الكيسِ يعني نقصَ عددِ الكراتِ المُتبقِّ
رُ بنتيجةِ الكرةِ المسحوبةِ أولً؛ فالحادثانِ غيرُ مستقليْنِ. أنَّ احتمالَ سحبِ الكرةِ الثانيةِ سيتأثَّ

 �سحبُ كرةٍ عشوائيًّا منْ كيسٍ فيهِ كراتٌ مُتماثلِةٌ حمراءُ وصفراءُ، ثمَّ سحبُ كرةٍ عشوائيًّا  3

منْ كيسٍ آخرَ فيهِ كراتٌ مُتماثلِةٌ حمراءُ وصفراءُ. 
رُ في نتيجةِ ســحبِ كرةٍ منَ الكيسِ الثاني؛  نتيجةُ ســحبِ الكرةِ منَ الكيسِ الأولِ لا تُؤثِّ

فالحادثانِ مستقلانِ.

  أتحقق من فهمي

دُ إذا كانَ الحادثانِ مستقليْنِ أمْ لا في الحالاتِ الآتيةِ: أُحدِّ
 �اختيارُ قطعةِ حلوى حمراءَ عشوائيًّا وأكلُها، ثمَّ اختيارُ قطعةِ حلوى حمراءَ أُخرى عشوائيًّا  )a

منْ كيسٍ يحوي 10 قطعِ حلوى حمراءَ و25َ قطعةَ حلوى زرقاءَ، جميعُها مُتماثلِةٌ.
ةً واحدةً عشوائيًّا.  �ظهورُ العددِ 5 على حجرَيْ نردٍ أُلقِيا معًا مرَّ )b

 �ســحبُ كرةٍ حمراءَ عشــوائيًّا منْ كيسٍ فيهِ كراتٌ مُتماثلِةٌ، 4 منهْا حمــراءَ وَ 3 صفراءَ، ثمَّ  )c

إعادتُها إلى الكيسِ، ثمَّ سحبُ كرةٍ حمراءَ أُخرى عشوائيًّا. 

مثال 2
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يحتــوي كيــسٌ علــى 5 كــراتٍ حمــراءَ )R(، و3َ كــراتٍ خضــراءَ )G(، جميعُهــا مُتماثلِــةٌ. 
سُــحِبَتْ كــرةٌ مــنَ الكيــسِ عشــوائيًّا، ثــمَّ كُتـِـبَ لونُهــا مــنْ دونِ إرجاعِهــا إلــى الكيــسِ، ثــمَّ 
سُــحِبَتْ كــرةٌ أُخــرى عشــوائيًّا، ثــمَّ كُتـِـبَ لونُهــا. أَجِــدُ احتمــالَ كلٍّ مــنَ الحــوادثِ التاليــةِ 

باســتعمالِ الشــجرةِ الاحتماليــةِ:

رُ عمليةُ الســحبِ الثانيةُ بنتيجةِ عمليةِ  أُلاحِظُ منَ التمثيلِ بالشــجرةِ الاحتماليةِ الآتي كيفَ تتأثَّ
السحبِ الأولى عندَ عدمِ إرجاعِ الكرةِ المسحوبةِ:

P(R) = 5
8

P(G) = 3
8

P(G) = 2
7

P(R) = 5
7

P(R) = 4
7

P(R, R) = 5
8  × 4

7

P(R, G) = 5
8  × 3

7

P(G, R) = 3
8  × 5

7

P(G, G) = 3
8  × 2

7

P(G) = 3
7

عمليةُ السحبِ الأولى

عمليةُ السحبِ الثانيةُ

 سحبُ كرتيْنِ خضراويْنِ. 1

P(G ⋂ G) = 3
8

 × 2
7

 = 3
28

بعــدَ عمليةِ الســحبِ الأولى يقلُّ عــددُ الكراتِ في 	

الكيسِ بمقدارِ كرةٍ خضراءَ

ةِ الثانيةِ. ةِ الأولى وكرةٍ حمراءَ في المرَّ  سحبُ كرةٍ خضراءَ في المرَّ 2

P(G ⋂ R) = 3
8

 × 5
7

 = 15
56

يُمكِنُ الحصولُ على هــذهِ النتيجةِ في حالةٍ واحدةٍ فقطْ 	

منَ الحالاتِ الأربعِ التي تظهرُ في الشجرةِ الاحتماليةِ

 سحبُ كرتيْنِ، إحداهُما خضراءُ، والأخُرى حمراءُ. 3

P(G ⋂ R) = 5
8

× 3
7

 + 3
8

× 5
7

 = 15
28

يُمكِنُ الحصولُ على هذهِ النتيجةِ في حالتيْنِ، 	

هما: الكرةُ الأولى حمراءُ، والثانيةُ خضراءُ،

أوِ الكرةُ الأولى خضراءُ، والثانيةُ حمراءُ

مثال 3

يساعدُ استعمالُ الشجرةِ الاحتماليةِ على حسابِ احتمالاتِ الحوادثِ المستقلةِ وغيرِ المستقلةِ.

لغةُ الرياضياتِ

العباراتُ الآتيةُ متكافئةٌ:
 �سحبُ كرتيْنِ،  ·

إحداهُما خضراءُ، 
والأخُرى حمراءُ.

 �سحبُ كرتيْنِ  ·

مختلفتَيِ اللونِ.
 �سحبُ كرتيْنِ،  ·

إحداهُما حمراءُ، 
والأخُرى خضراءُ.
 �سحبُ كرةٍ منْ كلِّ  ·

لونٍ.
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ةً واحــدةً. مــا احتمــالُ ظهــورِ العــددِ 6 إذا كانَ العــددُ  أُلقِــيَ حجــرُ نــردٍ منتظــمٌ عشــوائيًّا مــرَّ
الظاهــرُ زوجيًّا؟

 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} :َفي هذهِ التجربةِ العشوائيةِ، فضاءُ العيِّنةِ هو

: ، فإنَّ إذا كانَ (A) هوَ حادثَ ظهورِ العددِ 6، وَ(B) هوَ حادثَ ظهورِ عددٍ زوجيٍّ

A = {6}, B = {2, 4, 6} → A ⋂ B = {6}

مثال 4

  أتحقق من فهمي

يحتوي كيسٌ على 6 قطعِ حلوى حمراءَ )R(، و8َ قطعِ حلوى خضراءَ )G(، جميعُها مُتماثلِةٌ. 
اختارَ طفلٌ منَ الكيسِ قطعةَ حلوى عشــوائيًّا وأكلَها، ثمَّ اختارَ قطعةً أُخرى عشــوئيًّا ليأكلَها. 

أَجِدُ احتمالَ كلٍّ منَ الحادثيْنِ الآتييْنِ باستعمالِ الشجرةِ الاحتماليةِ:

 اختيارُ الطفلِ قطعتَيْ حلوى مُتماثلِتَيِ اللونِ. )a

 اختيارُ الطفلِ قطعتَيْ حلوى مختلفتَيِ اللونِ. )b

ةِ  ةِ الأولى وكرةٍ حمراءَ في المرَّ أُلاحِظُ في المثالِ السابقِ أنَّ احتمالَ سحبِ كرةٍ خضراءَ في المرَّ
ةِ الأولى مضروبًا في احتمالِ سحبِ كرةٍ  الثانيةِ يســاوي احتمالَ ســحبِ كرةٍ  خضراءَ في المرَّ

ةِ الأولى. ةِ الثانيةِ، علمًا بأنَّ كرةً خضراءَ سُحِبَتْ في المرَّ حمراءَ في المرَّ

 �احتمالُ وقوعِ حادثيْنِ غيرِ مســتقليْنِ معًا يساوي احتمالَ وقوعِ الحادثِ الأولِ  بالكلماتِ:

مضروبًا في احتمالِ وقوعِ الحادثِ الثاني بعدَ وقوعِ الحادثِ الأولِ.

: بالرموزِ:     إذا كانَ (A) وَ (B) حادثيْنِ غيرَ مستقليْنِ في تجربةٍ عشوائيةٍ ما، فإنَّ

P(A and B) = P(A) × P(B | A)

مفهومٌ أساسيٌّ

ــذا  ــادثِ (A)؛ ل ــوعِ الح ــرطَ وق ــادثِ (B) ش ــوعِ الح ــالُ وق ــزُ P(B | A): احتم ــرَأُ الرم يُق

ــنُ إيجــادُهُ باســتعمالِ  يُســمّى الاحتمــالَ المشــروطَ (conditional probability)، ويُمكِ

ــةِ:  ــةِ الآتي الصيغ

P(B | A) = 
P(A ⋂ B)

P(A)
 , P(A) ≠ 0
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P(A | B) تعني احتمالَ ظهورِ العددِ 6 إذا كانَ العددُ الظاهرُ زوجيًّا:

 P(A | B) = P(A ⋂ B)
P(B)

الاحتمالُ المشروطُ	

          = 

1
6

3
6

 = 1
3

بالتبسيطِ	

  أتحقق من فهمي

ةً واحدةً. ما احتمالُ ظهورِ عددٍ أكبرَ منْ 3 إذا كانَ العددُ الظاهرُ  أُلقِيَ حجرُ نردٍ منتظمٌ عشوائيًّا مرَّ
زوجيًّا؟

في كثيرٍ منَ الأحيانِ، تعرضُ البياناتُ لفئتيْنِ منَ الأشياءِ باستعمالِ ما يُسمّى جداولَ الاتجاهيْنِ 
(two-ways tables)، وهيَ جداولُ تتيحُ إيجادَ الاحتمالِ المشروطِ على نحوٍ سهلٍ. 

 مثال 5: من الحياة

تدويرٌ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ كتلَ النُّفاياتِ التي 
جُمِعَتْ بالأطنانِ في يوميْنِ منْ إحدى المدنِ. إذا 
سُــحِبَتْ عيِّنةٌ عشــوائيةٌ منهْا قبلَ البــدءِ بإعادةِ 
تدويرِها، فمــا احتمالُ أنْ تكــونَ العيِّنةُ ورقيةً، 

ا جُمِعَتْ يومَ الأحدِ؟ علمًا بأنهَّ

إذا كانَ )A( هوَ حادثَ سحبِ عيِّنةٍ منَ الورقِ، 
وَ)B( هوَ حادثَ ســحبِ عيِّنةٍ أُخرى جُمِعَتْ 

يومَ الأحدِ، فما قيمةُ P(A | B)؟ 

الخطوةُ 1: أُكمِلُ جدولَ الاتجاهيْنِ بإيجادِ المجاميعِ.

الخطوةُ 2: أَجِدُ احتمالاتِ الحوادثِ اللازمةِ لحسابِ الاحتمالِ المشروطِ.

:P(A ⋂ B) َو ،P(B) َو ،P(A) :ْبالنظرِ إلى جدولِ الاتجاهيْنِ، أَجِدُ كلًّ من

 P(A) = 15
230

	
كتلةُ الورقِ التي جُمِعَتْ فــي اليوميْنِ 15 طنًّا، وكتلةُ 

جميعِ النُّفاياتِ التي جُمِعَتْ في اليوميْنِ 230 طنًّا

P(B) = 129
230

	
كتلةُ النُّفاياتِ التي جُمِعَتْ يومَ الأحدِ 129 طنًّا، وكتلةُ 

النُّفاياتِ التي جُمِعَتْ في اليوميْنِ 230 طنًّا

غيرُ ورقيةٍورقيةٌ

794السبتُ:

8121الأحدُ:

المجموعُغيرُ ورقيةٍورقيةٌ

794101السبتُ:

8121129الأحدُ:

15215230المجموعُ:

تُســهِمُ عمليــةُ تدويرِ 
النُّفايــاتِ في المحافظةِ 
على البيئةِ بصورةٍ كبيرةٍ. 
فمثــاً، إعــادةُ تدويرِ 
طــنٍّ واحدٍ مــنَ الورقِ 
 17 قدْ تحولُ دونَ قطعِ 

شجرةً.
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P(A ⋂ B) = 8
230

	
كتلةُ النُّفاياتِ الورقيةِ التي جُمِعَتْ يومَ الأحدِ 8 أطنانٍ، 

وكتلةُ جميعِ النُّفاياتِ التي جُمِعَتْ 230 طنًّا

ضُ قيمَ الاحتمالاتِ بصيغةِ الاحتمالِ المشروطِ. الخطوةُ 3:  أُعوِّ

P(A | B) = P(A ⋂ B)
P(B)

	 صيغةُ الاحتمالِ المشروطِ

          = 

8
230

129
230

 = 8
129

	 بالتعويضِ، والتبسيطِ

8
129

إذنْ، احتمالُ أنْ تكونَ العيِّنةُ ورقيةً، وأنَّها جُمِعَتْ يومَ الأحدِ هوَ  

  أتحقق من فهمي

إذا سُحِبَتْ عيِّنةٌ عشوائيةٌ، فما احتمالُ أنْ تكونَ غيرَ ورقيةٍ، علمًا بأنَّها جُمِعَتْ يومَ السبتِ؟

القانونُ الوصفُ نوعُ الحوادثِ

P(A ⋂ B) = 0

P(A ⋃ B) = P(A) + P(B)

لا يوجدُ بينهَُما عناصرُ 

مشتركةٌ.
المتنافيانِ

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B) يوجدُ بينهَُما عناصرُ مشتركةٌ. غيرُ المتنافييْنِ

P(A) + P(A) = 1

لا يوجدُ بينهَُما عناصرُ 
مشتركةٌ، واتحادُهُما معًا يُمثِّلُ 

فضاءَ العيِّنةِ.
المُتتامّانِ

P(A ⋂ B) = P(A) × P(B)
رُ في  وقوعُ أحدِهِما لا يُؤثِّ

احتمالِ وقوعِ الآخرِ.
المستقلانِ

P(A ⋂ B) = P(A) × P(B | A)
رُ في  وقوعُ أحدِهِما يُؤثِّ

احتمالِ وقوعِ الآخرِ.
غيرُ المستقليْنِ

P(B | A) = 
P(A ⋂ B)

P(A)
 , P(A) ≠ 0

وجودُ معلومةٍ إضافيةٍ عنْ 
وقوعِ أحدِهِما.

المشروطةُ

صُ المفاهيمِ مُلخَّ

ملحوظةٌ

يُمكـِـنُ إيجــادُ ناتــجِ 
الاحتمــالِ المشــروطِ 
بســهولةٍ مــنْ جــدولِ 

الاتجاهيْنِ مباشرةً.
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أتدرب وأحل المسائل

كراتٌ زجاجيةٌ: يحتوي كيسٌ على 5 كراتٍ حمراءَ )R(، و3َ كراتٍ خضراءَ )G(، وكرتيْنِ صفراويْنِ )Y(، جميعُها مُتماثلِةٌ. 
سُحِبَتْ كرةٌ منَ الكيسِ عشوائيًّا، ثمَّ كُتبَِ لونُها، ثمَّ أُعيدَتْ إلى الكيسِ، ثمَّ سُحِبَتْ كرةٌ أُخرى عشوائيًّا، ثمَّ كُتبَِ لونُها: 

 ما احتمالُ أنْ تكونَ الكرةُ الأولى حمراءَ والثانيةُ صفراءَ؟ 1 

 ما احتمالُ أنْ تكونَ الكرتانِ خضراويْنِ؟ 2 

دُ إذا كانَ الحادثانِ مستقليْنِ أوْ غيرَ مستقليْنِ في كلٍّ منَ التجاربِ العشوائيةِ الآتيةِ: أُحدِّ
ةً واحدةً.  سحبُ كرةٍ زرقاءَ عشوائيًّا منْ صندوقٍ، والحصولُ على العددِ 5 عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ 3 

، ثمَّ اختيارُ طالبٍ آخرَ عشوائيًّا منْ مواليدِ شهرِ 5   �اختيارُ طالبٍ منْ مواليدِ شــهرِ 10 عشــوائيًّا ليخرجَ منْ غرفةِ الصفِّ 4 

ليلحقَ بهِ.

ةً واحدةً، وعددٍ يقبلُ القســمةَ على 2 عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ آخرَ   �الحصولُ على عددٍ زوجيٍّ عندَ إلقاءِ حجرِ نردٍ منتظمٍ مرَّ 5 

منتظمٍ.

 إصابةُ صيّاديْنِ الهدفَ الذي أَطلقَ كلٌّ منهُْما طلقةً واحدةً نحوَهُ عشوائيًّا.  6 

 �سحبُ بطاقةٍ عشوائيًّا تحملُ العددَ 6 منْ مجموعةِ بطاقاتٍ مُتماثلِةٍ تحملُ الأرقامَ منْ 1 إلى 10، ثمَّ إعادتُها، ثمَّ سحبُ  7 

بطاقةٍ أُخرى عشوائيًّا تحملُ عددًا زوجيًّا.

أقلامُ حبرٍ: في علبةٍ قلما حبرٍ أحمرَ، وثلاثةُ أقلامِ حبرٍ أزرقَ، جميعهُا مُتماثلِةٌ. اختارَ سالمٌ منْها قلميْنِ عشوائيًّا على التوالي 
منْ دونِ إرجاعٍ. أَجِدُ احتمالَ كلٍّ منَ الحوادثِ الآتيةِ باستعمالِ الشجرةِ الاحتماليةِ:

 اختيارُ قلمَيْ حبرٍ أحمرَ. 8 

 اختيارُ قلمَيْ حبرٍ أزرقَ. 9 

 اختيارُ قلمِ حبرٍ منْ كلِّ لونٍ. 10 

. ، وعمليٍّ نُ منْ جزأيْنِ: نظريٍّ بٌ على سياقةِ السيّاراتِ لاختبارٍ يتكوَّ سياقةُ سيّاراتٍ: يخضعُ مُتدرِّ

بِ في الجزءِ النظريِّ %90، وإذا نجحَ فيهِ، فإنَّ احتمالَ نجاحِهِ في الجزءِ العمليِّ %80، أمّا إذا رسبَ  احتمالُ نجاحِ المُتدرِّ
، فإنَّ احتمالَ رسوبهِِ في الجزءِ العمليِّ 40%:  في الجزءِ النظريِّ

بِ في كلا الاختباريْنِ.  أَجِدُ احتمالَ نجاحِ المُتدرِّ 11 

بِ في أحدِ الاختباريْنِ، ورسوبهِِ في الاختبارِ الآخرِ.  أَجِدُ احتمالَ نجاحِ المُتدرِّ 12 
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عوا سُئلَِ 100 شخصٍ عنْ وجودِ أخٍ لهُمْ أوْ أختٍ، وقدْ توزَّ
وَفقَ إجاباتهِِمْ كما في شكلِ ڤنْ المجاورِ، حيثُ:

B: الأشخاصُ الذينَ لكلٍّ منهُْمْ أخٌ.

S: الأشخاصُ الذينَ لكلٍّ منهُْمْ أختٌ.

إذا اختيرَ أحدُ هؤلاءِ الأشخاصِ عشوائيًّا، فما احتمالُ:

 أنْ يكونَ لهُ أخٌ؟ 13 

 أنْ يكونَ لهُ أخٌ، علمًا بأنَّ لهُ أختًا؟ 14 

 أنْ يكونَ لهُ أختٌ، علمًا بأنَّ لهُ أخًا؟ 15 

مينَ لوظيفةٍ وظائفُ: يُبيِّنُ الجدولُ المجاورُ أعدادَ المُتقدِّ
لاتهِِمُ العلميةَ، وخبراتهِِمُ السابقةَ.  في إحدى الشركاتِ، ومُؤهِّ

مينَ للوظيفةِ عشوائيًّا، فما احتمالُ: إذا اختيرَ أحدُ المُتقدِّ

 أنْ يكونَ لديْهِ خبرةٌ سابقةٌ، علمًا بأنَّ لديْهِ شهادةً جامعيةً؟ 16 

 ألّ يكونَ لديْهِ شهادةٌ جامعيةٌ، علمًا بأنَّ لديْهِ خبرةً سابقةً؟ 17 

إشاراتُ مرورٍ: تمرُّ غادةُ في رحلةِ عودتهِا منَ العملِ بشارعٍ رئيسٍ عليْهِ إشارتانِ ضوئيتانِ. إذا كانَ احتمالُ أنْ تصلَ الإشارةَ 
الأولــى، وتجتازَها وهيَ مضاءةٌ باللونِ الأخضرِ G هوَ 0.3، وإذا كانَتْ مضاءةً بالأحمرِ R، فإنَّ احتمالَ وصولهِا الإشــارةَ 
الثانيةَ وهيَ مضاءةٌ بالأحمرِ هوَ 0.8، أمّا إذا كانَتِ الإشــارةُ الأولى مضاءةً بالأخضرِ، فإنَّ احتمالَ وصولهِا الإشــارةَ الثانيةَ 

وهيَ مضاءةٌ بالأحمرِ هوَ 0.4 

أستعملُ التمثيلَ بالشجرةِ الاحتماليةِ لإيجادِ كلٍّ منَ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

 احتمالُ وصولهِا كلًّ منَ الإشارتيْنِ وهما مضاءتانِ بالأحمرِ. 18 

 احتمالُ وصولهِا كلًّ منَ الإشارتيْنِ وهما مضاءتانِ بالأخضرِ. 19 

 احتمالُ وصولهِا إحدى الإشارتيْنِ وهيَ مضاءةٌ بالأخضرِ، ووصولهِا الإشارةَ الأخُرى وهيَ مضاءةٌ بالأحمرِ. 20 

22 2833

17

SB

لديْهِ خبرةٌ سابقةٌ
لا نعمْ

27 54 نعمْ لديْهِ شهادةٌ 
4جامعيةٌ 5 لا
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الوحدةُ 8

أرصادٌ جويةٌ: أفادَتْ مذيعةُ النشرةِ الجويةِ أنَّ احتمالَ تساقطِ الثلوجِ يومَ الإثنينِ هيَ 
%25، وأنَّها ترتفعُ إلى %90 يومَ الثلاثاءِ. أســتعملُ التمثيلَ بالشجرةِ الاحتماليةِ 

لإيجادِ احتمالِ:

 تساقطِ الثلوجِ يومَ الثلاثاءِ، وعدمِ تساقطهِا يومَ الإثنينِ. 21 

 عدمِ تساقطِ الثلوجِ في كلا اليوميْنِ. 22 

.  تساقطِ الثلوجِ في أحدِ اليوميْنِ على الأقلِّ 23 

صيدٌ: أطلقَ صيّادٌ طلقةً واحدةً على هدفٍ، وأطلقَ آخرُ طلقةً واحدةً على الهدفِ نفسِهِ. إذا كان احتمالُ إصابةِ الأولِ للهدفِ 
%70، واحتمالُ إصابةِ الثاني للهدفِ %60، فأَجِدُ احتمالَ:

 إصابةِ كلا الصيّاديْنِ الهدفَ. 24 

 عدمِ إصابتهِِما الهدفَ.  25 

 إصابةِ الصيّادِ الثاني الهدفَ، علمًا بأنَّ الصيّادَ الأولَ أصابَ الهدفَ. 26 

 عدمِ إصابةِ الصيّادِ الثاني الهدفَ، علمًا بأنَّ الصيّادَ الأولَ لمْ يُصِبِ الهدفَ. 27 

مهارات التفكير العليا

رُ إجابتي.  �تبريرٌ: إذا كانَ (A) وَ (B)حادثيْنِ متنافييْنِ في تجربةٍ عشوائيةٍ، فما قيمةُ P(A | B)؟ أُبرِّ 28 

:  �تبريرٌ: قالَتْ تماضرُ: إنَّهُ لأيِّ حادثيْنِ (A) وَ (B) في فضاءِ العيِّنةِ Ω لتجربةٍ عشوائيةٍ ما، فإنَّ 29 

P(A | B) = P(B | A)

رُ إجابتي. هلْ قولُ تماضرَ صحيحٌ؟ أُبرِّ 	

: يحتوي كيسٌ على n منَ الكراتِ المُتماثلِةِ مختلفةِ الألوانِ. إذا كانَ احتمالُ ســحبِ كرةٍ حمراءَ ثمَّ ســحبِ كرةٍ   �تحدٍّ 30 

خضراءَ منْ دونِ إرجاعٍ %2.4 تقريبًا، فما قيمةُ n؟

 �مسألةٌ مفتوحةٌ: أذكرُ مثالً على حادثيْنِ مستقليْنِ، ومثالً آخرَ على حادثيْنِ غيرِ مستقليْنِ، مُبيِّناً كيفَ أَجِدُ احتمالَ وقوعِ  31 

الحادثيْنِ معًا في كلِّ مثالٍ.



150

اختبارُ نهايةِ الوحدةِ

أَضعُ دائرةً حولَ رمزِ الإجابةِ الصحيحةِ في ما يأتي:

 �شكلُ الانتشــارِ الذي يُظهِرُ الارتباطَ الموجبَ الأقوى  1
بينَ )x( وَ )y( هوَ:  

a) 

x

y

b) 

x

y

c) 

x

y d) 

x

y

 �باستعمالِ المستقيمِ الأفضلِ مطابقةً في الشكلِ الآتي،  2
تقديرُ قيمةِ y عندما x = 7 هوَ:

2 4 6 8 10 12 14 16

400
450

300

350

200

250

100

150

50

0 x

y

a)  150 b)  175

c)  200 d)  225

 �قيمــةُ المدى الربيعيِّ للقيمِ: 11 ، 5 ، 10 ، 8 ، 7 ، 10 ،  3
15 ، 12 ، 13 ، 9 ، 6 ، 7 ، 4 هيَ:

a)  5 b)  6

c)  9 d)  11

 �رسائلُ بريديةٌ: يُبيِّنُ الشــكلُ الآتي المنحنى التكراريَّ  4
لةٍ لدى أحدِ  التراكميَّ لكتلةِ 100 رسالةٍ )بالغرامِ( مُسجَّ

مكاتبِ البريدِ. قيمةُ الربيعِ الأعلى لكتلِ الرسائلِ هيَ:

100

100 150 200 250 300

80

60

40

20

0

a)  160 b)  200

c)  210 d)  230

 �في الجدولِ الآتي، إذا كانَ مجموعُ مُربَّعاتِ انحرافاتِ  5
مراكزِ الفئاتِ عنِ الوسطِ الحسابيِّ في التكرارِ المقابلِ 

لها هوَ 324، فإنَّ قيمةَ التباينِ هيَ: 

الفئاتُالتكرارُ
75 ≤ x < 10

1210 ≤ x < 15

615 ≤ x < 20

a)  13.50 b)  12.96

c)  3.67 d)  3.60

 �حجرا نردٍ: أُلقِيَ حجرا نــردٍ منتظمانِ، أحدُهُما أحمرُ،  6
ةً واحدةً. احتمالُ ظهورِ عددٍ  والآخرُ أزرقُ عشوائيًّا مرَّ
أوليٍّ على حجرِ النردِ الأحمــرِ، وعددٍ أقلَّ منْ 3 على 

حجرِ النردِ الأزرقِ هوَ:

a)  5
6

b)  5
36

c)  1
3

d)  1
6
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 �كــراتٌ: في صنــدوقٍ 7 كــراتٍ حمــراءَ، و3َ كراتٍ  7
خضــراءَ، جميعُهــا مُتماثلِةٌ. إذا سُــحِبَتْ منـْـهُ كرتانِ 
عشــوائيًّا على التوالي منْ دونِ إرجاعٍ، فإنَّ احتمالَ أنْ 

تكونَ الكرتانِ المسحوبتانِ منَ اللونِ نفسِهِ هوَ:

a)  29
50

b)  24
45

c)  21
45

d)  1
15

نَ مهندسٌ زراعيٌّ كتلةَ 300 بيضةٍ بالغرامِ كما في  زراعــةٌ: دوَّ
الجدولِ الآتي:

كتلةُ البيضةِ )x(التكرارُ
1530 < x ≤ 40

4840 < x ≤ 50

7250 < x ≤ 60

8160 < x ≤ 70

5470 < x ≤ 80

3080 < x ≤ 90

يُبيِّنُ التمثيلُ الآتي المنحنى التكراريَّ التراكميَّ لهذا الجدولِ:
300

250

200

150

100

50

0
30 40 50 60 70 80 90

ميُّ
تراك

 ال
رارُ

تك
ال

كتلةُ البيضِ 

أستعملُ المنحنى التكراريَّ التراكميَّ لإيجادِ:

رًا دلالتَهُ.  �قيمةِ الوسيطِ لكتلِ البيضِ، مُفسِّ 8

رًا دلالتَهُ.  �قيمةِ المدى الربيعيِّ لكتلِ البيضِ، مُفسِّ 9

رًا دلالتَهُ.  �قيمةِ المئينِ 80 لكتلِ البيضِ، مُفسِّ 10

65g عددِ البيضِ الذي تزيدُ كتلتُهُ على�  11

 �يُمثِّــلُ الجدولُ الآتي كميةَ الأمطــارِ في إحدى مناطقِ  12

المملكةِ على مدارِ 20 عامًا لأقربِ ملّيمترٍ:

كميةُ الأمطارِعددُ السنواتِ
2199 ≤ x < 249

3249 ≤ x < 299

6299 ≤ x < 349

3349 ≤ x < 399

4399 ≤ x < 449

2449 ≤ x ≤ 499

أَجِدُ التباينَ والانحرافَ المعياريَّ لكميةِ الأمطارِ.

 ،R ِســيّاراتٌ: يُبيِّنُ شكلُ ڤنْ الآتي عددَ الســيّاراتِ الحمراء
وعددَ السيّاراتِ ذاتِ البابيْنِ T، وعددَ سيّاراتٍ أُخرى في أحدِ 

:Q ِمواقفِ السيّارات

T

19

11515

RQ

إذا اختيرَتْ سيّارةٌ عشوائيًّا، فما احتمالُ:
 �أنْ تكونَ حمراءَ، وذاتَ بابيْنِ؟ 13

 �ألّ تكونَ حمراءَ، ولها بابانِ؟ 14

 �إذا اختيرَتْ ســيّارةٌ، وكانَتْ ذاتَ بابيْنِ، فما احتمالُ ألّ  15

تكونَ حمراءَ؟
 �إذا اختيرَتْ ســيّارتانِ، الواحدةُ تلوَ الأخُرى عشوائيًّا،  16

فما احتمالُ أنْ يكونَ لونُهُما أحمرَ؟
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كــراتٌ ملونةٌ: يحتوي كيــسٌ على كرتيْنِ ســوداويْنِ، وكرةٍ 
بيضاءَ. إذا كانَتْ جميعُ الكراتِ مُتماثلِةً، وســحبَ مصعبٌ 
كرةً عشــوائيًّا، ثمَّ كتبَ لونَهــا، ثمَّ أعادَها إلــى الكيسِ، ثمَّ 
سحبَ أُخرى عشــوائيًّا، ثمَّ كتبَ لونَها، فأســتعملُ التمثيلَ 

بالشجرةِ الاحتماليةِ لإيجادِ الاحتمالاتِ الآتيةِ:

 �الكرتانِ المسحوبتانِ بيضاوانِ. 17

 �الكرتانِ المسحوبتانِ مختلفتا اللونِ. 18

 �إحدى الكرتيْنِ المسحوبتيْنِ على الأقلِّ لونُها أسودُ. 19

 ،)E( ِمَ 120 طالبًــا لاختباراتِ فــي اللغــةِ الإنجليزية تقــدَّ
عوا وَفقَ نجاحِهِمْ  والرياضياتِ )M(، والعلومِ )S(، وقدْ توزَّ

في هذهِ الاختباراتِ كما في شكلِ ڤنْ الآتي:

MEΩ

20 105

30
2510

5 15S

إذا اختيرَ أحدُ هؤلاءِ الطلبةِ عشوائيًّا، فما احتمالُ:

 �أنْ يكــونَ ناجحًا فــي العلــومِ، علمًا بأنَّــهُ ناجحٌ في  20

الرياضياتِ؟

هُ ناجحٌ   �أنْ يكونَ ناجحًا في اللغــةِ الإنجليزيةِ، علمًا بأنَّ 21

في الرياضياتِ؟

هُ ليسَ ناجحًا في   �ألّ يكونَ ناجحًا في العلــومِ، علمًا بأنَّ 22

الرياضياتِ؟

تدريبٌ على الاختباراتِ الدوليةِ

لونُ العينيْنِ: يُبيِّنُ الجدولُ الآتي احتمالَ أنْ يكونَ الشــخصُ 
في مجتمعٍ ما ذا عينيْنِ زرقاويْنِ، أوْ بُنِّيتيْنِ، أوْ خضراويْنِ:

لونُ العينيْنِزرقاوانِبُنِّيتانِخضراوانِ

الاحتمال0.10.50.4ُ

إذا اختيرَ شخصانِ عشوائيًّا، فما احتمالُ:
 �أنْ تكونَ عينا كلٍّ منهُْما زرقاويْنِ؟ 23

 �أنْ تكونَ عينا كلٍّ منهُْما مختلفتَيِ اللونِ؟ 24

أقلامٌ ملونةٌ: يحتوي صندوقٌ على 3 أقلامٍ حمراءَ R، وقلميْنِ 
اختارَتْ شيماءُ قلميْنِ   .G B، و4َ أقلامٍ خضراءَ  زرقاويْنِ 
عشوائيًّا منَ الصندوقِ على التوالي، ومنْ دونِ إرجاعٍ. ما احتمالُ:

 �أنْ يكونَ لونُ القلميْنِ أحمرَ؟ 25

 �أنْ يكونَ للقلميْنِ اللونُ نفسُهُ؟ 26

 �أنْ يكونَ لونُ أحدِ القلميْنِ فقطْ أخضرَ؟ 27

أمطارٌ: إذا نزلَ المطــرُ اليومَ، فإنَّ احتمالَ نزولهِِ غدًا هوَ 0.4، 
وإذا لمْ ينزلِ اليومَ، فإنَّ احتمالَ نزولهِِ غدًا هوَ 0.2، نزلَ المطرُ 

يومَ الأحدِ:

 �أُكمِلُ الفراغَ في الشكلِ الآتي:  28

الثلاثاءُ
ماطرٌ

ماطرٌ

ماطرٌ

غيرُ ماطرٍ

غيرُ ماطرٍ
غيرُ ماطرٍ

الإثنينُ

0.4

0.4

0.6

........

................

 �أَجِــدُ احتمالَ نزولِ المطرِ في يومٍ واحدٍ على الأقلِّ منَ  29
اليوميْنِ الوارديْنِ في الشكلِ.


